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Re´sume´
Using results by Donaldson and Auroux on pseudo-holomorphic
curves as well as Duval’s rational convexity construction, the paper in-
vestigates the existence of smooth Lagrangian surfaces representing 2-
dimensional homology classes in complex projective surfaces. We prove
that if the projective surface X is minimal, of general type, with uneven
geometric genus, and has an effective, smooth and connected canoni-
cal divisor K, then there exists a non-empty convex open cone in the
real 2-dimensional homology group H2(X;R) such that a multiple of
every integral homology class in this cone can be represented by an
embedded Lagrangian surface in X \ K. A corollary asserts that such
a surface X is of simple type in the sense of Kronheimer and Mrowka.
1 Introduction
L’ambition de de´crire la topologie des surfaces projectives complexes est
ancienne, comme le montrent les travaux fondateurs de Picard et Lefschetz
[43, 49]. Elle a connu re´cemment des de´veloppements spectaculaires, notam-
ment a` travers les travaux de Donaldson, Seiberg-Witten et Taubes. Mais il
manque encore, pour les surfaces complexes, une repre´sentation ge´ome´trique
aussi claire que celle qu’on a pour les surfaces de Riemann ou maintenant
pour les varie´te´s de dimension 3.
Les plus gros progre`s sur la question sont dus a` l’analyse globale, d’abord
de´veloppe´e dans le cadre line´aire par Hodge, Atiyah, Hirzebruch et Kodaira.
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Ensuite apparaˆıt l’analyse non-line´aire, en particulier l’e´tude des instantons
(Atiyah, Hitchin, Donaldson, Kronheimer et Mrowka) et des monopoˆles (Sei-
berg et Witten, Taubes). Aujourd’hui interviennent les the´ories des super-
cordes et des D-branes.
Notons que les surfaces projectives complexes sont naturellement des
varie´te´s symplectiques re´elles compactes de dimension 4 : on peut donc par-
ler de leurs sous-varie´te´s symplectiques ou lagrangiennes. La plupart des
avance´es ge´ome´triques re´centes font explicitement intervenir la ge´ome´trie
symplectique. D’ailleurs, elles re´ussissent a` e´tendre aux varie´te´s symplec-
tiques une partie des re´sultats connus dans le cas des surfaces projectives
complexes.
Deux techniques fondamentales ont e´te´ introduites dans ce sens : celle des
courbes pseudo-holomorphes de Gromov [34] et celle des sections asymptoti-
quement holomorphes de fibre´s de´veloppe´e par Donaldson [19]. Ces me´thodes
ont permis d’e´tablir l’existence de surfaces symplectiques plonge´es dans les
varie´te´s symplectiques de dimension 4 [34, 58, 59, 6, 7, 8, 22].
Du coˆte´ des surfaces lagrangiennes plonge´es, on dispose de tre`s peu de
re´sultats d’existence ; en revanche, les proprie´te´s de rigidite´, d’unicite´, ou
non, a` isotopie pre`s ont e´te´ mieux explore´es [25, 50, 46, 52, 15, 17, 5, 60].
Pour e´tudier le proble`me de la disjonction des sous-varie´te´s lagrangiennes
(dont le proble`me d’existence des orbites pe´riodiques de flots hamiltoniens
est un cas particulier), A. Floer a introduit sa the´orie d’homologie [27, 28].
Partant de la`, Fukaya [29] puis Fukaya, Oh, Ohta et Ono (cf. [30, 48]) ont
de´fini une the´orie cohomologique (A∞-cate´gorie), qui a permis a` Kontsevich
et Soibelman de formuler un ensemble de conjectures appele´es “conjectures
miroir homologiques” [37, 38].
Par exemple, pour les surfaces K3 et, plus ge´ne´ralement, pour les varie´te´s
de Calabi-Yau, ces conjectures proposent une e´quivalence de cate´gories entre
la structure A∞ de Fukaya d’une varie´te´ et la cate´gorie de´rive´e des faisceaux
cohe´rents d’une autre varie´te´, sa varie´te´ “duale” : heuristiquement, certaines
sous-varie´te´s lagrangiennes d’une varie´te´ quasi-projective correspondent a`
des diviseurs holomorphes d’une autre varie´te´ (cf. [35]). La syme´trie miroir
provient des the´ories quantiques de champs (super-)conformes issues des
the´ories de super-cordes. Cela reste un proble`me de comprendre son exten-
sion la plus ge´ne´rale. Auroux, Katzarkov et Orlov [11] e´tendent la dualite´ de
surfaces a` certaines varie´te´s rationnelles et a` certaines fibrations elliptiques.
En un sens, les constructions de notre article sugge`rent une extension de
la dualite´ miroir aux surfaces de type ge´ne´ral : partant d’une surface pro-
jective X de type ge´ne´ral avec un diviseur canonique lisse, elles construisent
une varie´te´ symplectique X˜ dont les courbes pseudo-holomorphes donnent
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des surfaces lagrangiennes de X. Signalons que, dans sa the`se [12], Alireza
Bahraini proce`de a` une construction analogue mais ou` X˜ est munie d’une
structure analytique complexe inte´grable singulie`re le long d’un diviseur.
Dans cet article, nous e´tablissons le premier the´ore`me ge´ne´ral d’existence
de surfaces lagrangiennes de genre plus grand que 2.
Nous nous plac¸ons dans le cas ou` la surface alge´brique complexe X
posse`de une structure ka¨hle´rienne ω0 coline´aire a` sa classe canonique K :
c’est ce qui arrive pour les plongements pluricanoniques des surfaces de type
ge´ne´ral.
Suivant la de´marche initiale de Picard, une fois qu’on dispose d’un divi-
seur Σ repre´sentant ω0 (ou un multiple), on peut conside´rer le comple´mentaire
de Σ dans X : c’est une varie´te´ de Stein dont l’homologie a e´te´ appele´e par
Picard l’“homologie a` distance finie” de X. Il est tre`s tentant de chercher a`
re´tracter X \ Σ sur un 2-complexe cellulaire isotrope. C’est ce que devrait
faire le gradient d’une fonction pluri-sous-harmonique [2] mais, en ge´ne´ral, il
se pose un proble`me de de´singularisation. En utilisant la construction asymp-
totique de Donaldson, Paul Biran a de´montre´ l’existence d’un tel complexe
avec des intersections transverses. Mais il demeure le proble`me de rendre ce
complexe le plus explicite et e´conomique possible.
Par ailleurs, dans l’esprit indique´ par Lefschetz, on aimerait repre´senter
les classes d’homologie orthogonales a` ω0 (et a` K) par des surfaces lagran-
giennes dans X \ Σ et leur trouver les repre´sentants lisses les plus simples
possibles (on sait qu’il arrive que des surfaces lagrangiennes non isotopes
soient homologues (cf. [26, 60]). Paul Seidel, dans sa the`se [52], a construit
des repre´sentants lagrangiens sphe´riques pour les cycles e´vanescents ; a` l’aide
de ces cycles, il a e´tudie´ les groupes de diffe´omorphismes symplectiques a`
isotopie pre`s, puis il a forme´ une the´orie cohomologique “e´vanescente” dans
l’esprit de Fukaya [54, 55].
Signalons que le proble`me de l’existence et de l’unicite´ d’une sous-varie´te´
lagrangienne avec des conditions homologiques prescrites a donne´ lieu a` plu-
sieurs e´tudes re´centes d’un grand inte´reˆt [9, 16, 17, 1, 18, 53, 62].
A` l’origine du pre´sent travail se trouve un expose´ de Daniel Bennequin
(lors du colloque Thom de 1988) qui portait sur l’existence de squelettes
lagrangiens et de repre´sentants lagrangiens dans les classes d’homologie. Le
the´ore`me principal du pre´sent article faisait partie de la the`se de Leˆ Thanh-
Taˆm soutenue en 2002 a` l’Universite´ Paris 7 [42].
Notre travail utilise les re´sultats de Donaldson et d’Auroux sur les courbes
pseudo-holomorphes [19, 20, 6, 7, 8], ainsi qu’une construction de Duval sur
la convexite´ rationnelle [24].
Nous de´montrons que si la surface projective X est minimale, de type
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ge´ne´ral, de genre ge´ome´trique impair et admet un diviseur canonique K
effectif, lisse et connexe, alors il existe un coˆne ouvert non-vide dans l’ho-
mologie re´elle H2 de X \ K tel que toute classe d’homologie entie`re dans
ce coˆne admet un multiple qui se repre´sente par une surface lagrangienne
plonge´e dans X \K.
Un corollaire affirme qu’une telle surface X est de type simple au sens
de Kronheimer et Mrowka [39].
Remerciements. Les auteurs tiennent a` remercier, pour leur aide et leur participa-
tion, Denis Auroux, Julien Duval, Paul Gauduchon, Emmanuel Giroux, Franc¸ois
Laudenbach, Manuel Samuelides, Claude Viterbo et, tout spe´cialement, Yakov Elia-
shberg et Jean-Claude Sikorav pour leur travail attentif et leurs suggestions.
2 E´nonce´ et plan
Nous cherchons a` repre´senter des classes d’homologie de dimension 2
sur une surface projective X ⊂ CPM par des surfaces lagrangiennes lisses.
La varie´te´ X est suppose´e lisse, minimale, avec c1(X)2 > 0 : le fibre´ ca-
nonique KX est donc ample [13], et l’on fait en outre l’hypothe`se qu’il
existe un diviseur canonique Σ0 lisse et connexe. X est munie de la me´trique
g0 et de la structure symplectique ω0 induites par la me´trique de Fubini-
Study sur CPM : le triplet (J0, g0, ω0) est compatible (au sens ou` ω0(x,y) =
g0(J0x,y) ; x,y ∈ Γ(TX), J0 presque-complexe, g0 riemannienne). Enfin,
on suppose que la classe [ω0] est duale d’un multiple de [Σ0], ce qui arrive
en particulier si ω0 est induite par un plongement multicanonique.
Pour ne pas surcharger l’e´criture, nous noterons simplement ‖ · ‖ les normes
pour la me´trique g0.
Rappelons que si V est un espace vectoriel oriente´ re´el de dimension 4, G
la grassmannienne de ses 2-plans oriente´s et c une structure conforme sur
V, alors G est canoniquement isomorphe a` S+×S−, ou` S+, respectivement
S−, sont les sphe`res “a` l’infini” dans l’espace des 2-formes auto-duales, res-
pectivement anti-autoduales pour c. La sphe`re S+ parame`tre les structures
complexes compatibles avec l’orientation et la structure conforme c sur V ;
une telle structure complexe J e´tant fixe´e, S− parame`tre alors les droites J-
complexes de V. Pour tout triplet (J0, g0, ω0) cette de´composition en sphe`res
correspond a` la de´composition des puissances exte´rieures
Λ+ = Λ2,0 ⊕ Λ0,2 ⊕ Λ0.ω0 ; Λ− = Λ1,10 ,
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ou` les e´le´ments de Λ1,10 sont les formes de bidegre´ (1, 1) orthogonales a` ω0.
Conside´rons une forme diffe´rentielle holomorphe ϕ sur X, de type (2,0),
qui s’annule sur Σ0, et soit ω′ la partie re´elle de ϕ.
L’ide´e est la suivante. Dans le comple´mentaire de Σ0, ω′ est une forme
symplectique. Elle est auto-duale pour g0 ; sur X \ Σ0, remplac¸ant g0 par
la me´trique g’ = (‖ω′‖/√2).g0, conforme´ment e´quivalente a` g0, ω′ est de
norme
√
2 pour g’ [61]. Ainsi, g’ et ω′ sont compatibles, et de´finissent une
structure presque-complexe J sur X \Σ0. De plus, J est une isome´trie pour
g0 et les structures J et J0 sont orthogonales.
Une courbe dans X \ Σ0 pseudo-holomorphe pour J sera alors lagran-
gienne pour ω0. En effet, si Σ est une telle courbe, J envoie TΣ sur lui-meˆme :
pour tout x ∈ Σ, ω0(x, Jx) est nul, d’ou` le re´sultat.
Si γ est une 2-forme anti-auto-duale pour g0, donc de bidegre´ (1, 1), or-
thogonale a` ω0, toute 2-forme ω = ω′ + ε.γ avec ε assez petit sera encore
symplectique hors d’un voisinage de Σ0. En ge´ne´ral ω ne sera plus auto-duale
pour g0 , mais l’ope´rateur J de´finira encore une structure presque-complexe
adapte´e a` ω :
Lemme 1 Soit (J0, g0, ω0) un triplet compatible sur X ; ω′ la partie re´elle
d’une (2, 0)-forme holomorphe (auto-duale) sur X, avec un ze´ro sur le di-
viseur canonique Σ0, g’ =
‖ω′‖√
2
g0 hors de Σ0, et J la structure presque-
complexe associe´e a` ω′ et a` g’ comme pre´ce´demment.
Alors, pour toute 2-forme γ anti-auto-du-
ale pour g0 et tout ε > 0 tels que ‖ε.γ‖ < ‖ω′‖ en tout point hors d’un voi-
sinage U de Σ0, ω = ω′+ ε.γ et J sont encore compatibles. Elles de´finissent
une me´trique g telle que le triplet (J, g, ω) est compatible. En particulier, ω
est auto-duale pour la structure conforme associe´e a` g.
En effet, la premie`re assertion re´sulte du fait que γ e´tant anti-autoduale est
de type (1, 1) pour J aussi bien que pour J0. La seconde assertion dit qu’en
tout point x hors de U , pour tout x ∈ TxX, ω(x, Jx) ne s’annule que si
x = 0 ; mais l’hypothe`se ‖ε.γ‖ < ‖ω′‖ interdit que ω′(x, Jx) = ‖ω′‖√
2
g0(x,x)
soit compense´ par ε.γ(x, Jx), d’ou` le re´sultat.
Rappelons que le module d’homologie a` distance finie de Picard est de´fini
comme l’image E1 de H2(X \ Σ0;Z) dans H2(X;Z)/Torsion.
Remarque : A chaque courbe simple γ plonge´e dans Σ0, Picard associe
un tore Tγ bordant un tore plein constitue´ de disques holomorphes centre´s
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sur γ. Ces tores Tγ sont lagrangiens. De plus, on sait qu’ils engendrent un
supple´mentaire de E1 dans le quotient H2(X;Z)/Torsion [43, 41].
De´finition 2 C˜+ de´signe l’ensemble des formes λω = λ(ω′+ ε.γ), λ ∈ R∗+,
ω′ + ε.γ comme ci-dessus, telles qu’il existe un voisinage tubulaire U de Σ0
en dehors duquel ω est symplectique et adapte´e a` J . Notons C+Z (respec-
tivement C+) l’ensemble des classes d’homologie de dimension 2 dans E1
(respectivement, dans E1 ⊗ R) dont la classe duale a son repre´sentant de
Hodge dans C˜+.
Notons que C+Z est non vide et constitue´ de classes d’auto-intersection stric-
tement positive.
Le principal re´sultat obtenu ici concerne le cas ou` le genre ge´ome´trique
de X est impair :
The´ore`me 3 Soit X une surface projective complexe minimale, de genre
ge´ome´trique impair, avec c1(X)2 > 0, et telle qu’il existe un diviseur cano-
nique Σ0 sur X, lisse, connexe. Supposons X muni de la structure symplec-
tique induite par un plongement multicanonique. Alors tout e´le´ment de C+Z
admet un multiple qui se repre´sente par une surface lagrangienne Σ plonge´e
dans X \ Σ0.
Remarque : en vertu du the´ore`me de Bertini (cf.[33]), l’hypothe`se sur Σ0
e´quivaut a` l’absence de point de base pour le syste`me line´aire canonique,
ou encore a` la re´gularite´ de l’application canonique. Nos autres hypothe`ses
disent que le faisceau canonique est ample, mais il peut ne pas eˆtre tre`s
ample.
Dans leur article Embedded surfaces and the structure of Donaldson’s poly-
nomial invariants [39], Kronheimer et Mrowka de´montrent que si une varie´te´
X de dimension 4, telle que b1(X) est nulle, b+(X) est impair et strictement
supe´rieur a` 1, contient une surface plonge´e tendue de genre supe´rieur ou
e´gal a` 2, alors X est de type simple. Ils conjecturent que, dans le cas par-
ticulier ou` X est de genre ge´ome´trique impair, X contient une telle surface
plonge´e tendue de genre supe´rieur ou e´gal a` 2. Notre the´ore`me re´sout cette
conjecture dans le cas ou` X posse`de un diviseur canonique lisse et connexe ;
on peut donc de´duire du the´ore`me de Kronheimer et Mrowka le re´sultat
suivant :
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Corollaire 4 Soit X une surface projective complexe minimale, de genre
ge´ome´trique impair, avec b1(X) = 0, c1(X)2 > 0, et telle qu’il existe un
diviseur canonique Σ0 sur X, lisse, connexe. Alors X est une varie´te´ simple
au sens de Kronheimer et Mrowka.
Remarque : si le genre ge´ome´trique de X est pair, on de´montre l’existence
d’une surface duale d’un multiple de [ω], re´union de deux surfaces a` bord
Σ′ et Σ′′, telles que Σ′ ⊂ X \U est lagrangienne et Σ′′ est contenue dans U .
Mais cela re´sulte aussi des constructions de Lefschetz. Il serait inte´ressant
de voir, a` partir de notre e´tude, dans quels cas la surface obtenue pourrait
effectivement eˆtre disjointe de U en restant lagrangienne.
Pour e´tablir le the´ore`me, nous allons retirer un voisinage tubulaire U de
Σ0. Obtenant ainsi une varie´te´ X0 a` bord Y = ∂U , nous la comple`terons
par une varie´te´ symplectique W de manie`re a` prolonger ω et J en une forme
symplectique et une structure complexe, encore note´es ω et J , sur la varie´te´
compacte sans bord X˜ = X0 ∪Y W .
Nous de´duirons du the´ore`me de Donaldson [19] l’existence d’une courbe
pseudo-holomorphe Σ sur (X˜, J), duale de kω pour k assez grand, mais
rencontrant a priori W . Restera le point de´licat de disjoindre Σ de W .
Nous ferons alors appel aux re´sultats plus pre´cis de Donaldson [19, 20] et
d’Auroux [6, 8], ainsi qu’a` une construction de J. Duval [24].
Indiquons brie`vement le plan que nous allons suivre pour la de´mons-
tration.
1) La structure ω est e´tudie´e au voisinage de Σ0 ; en particulier, nous
montrons que le bord Y d’un voisinage tubulaire U de Σ0 est convexe (c’est-
a`-dire que X0 est concave), et nous identifions la structure de contact F
induite par J sur Y (section 3).
2) La structure F est une “structure de contact Spin”, et Y est une
“fibration Spin” au-dessus de Σ0. En 4 sont e´tudie´es les structures Spin
sur des surfaces de Riemann, d’apre`s Atiyah. La section 5 e´tablit que si la
structure Spin sur Σ0 induite par ϕ est bordante (c’est le cas si le genre
ge´ome´trique pg de X est impair), alors (Y, F ) est le bord d’une varie´te´ de
Stein W , i.e., la structure de contact F est holomorphiquement remplissable.
Sur le comple´mentaire du 2-squelette S de W , nous prolongeons ω0 en
une forme symplectique orthogonale a` ω . Nous prouvons que S est re´union
de surfaces ω-lagrangiennes immerge´es, a` croisements normaux.
3) A` la varie´te´ symplectique (X˜, ω) ainsi obtenue s’applique le the´ore`me
de Donaldson : soit (X; J, g, ω) une varie´te´ symplectique avec [ω] entie`re,
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(J, g, ω) compatible, L un fibre´ en droites complexes sur X tel que c1(L) =
[ω] ; alors, pour k suffisamment grand, il existe des sections de L⊗k trans-
verses a` la section nulle et asymptotiquement holomorphes.
Notons Σ le lieu des ze´ros d’une telle section. Nous commenc¸ons par
de´montrer que, pour k assez grand, toutes ces surfaces symplectiques pour
ω peuvent eˆtre prises ω0-lagrangiennes (en fait, lagrangiennes pour ω0 sur
X˜ \ S et J-holomorphes au voisinage de S) .
4) Suivant une de´monstration par J. Duval [24] de la convexite´ ration-
nelle des surfaces isotropes des varie´te´s ka¨hle´riennes, nous arrivons, pour k
grand, a` construire une surface plonge´e Σ ω0-lagrangienne, disjointe de S,
homologue au dual de Poincare´ de k[ω]. Enfin, Σ est de´forme´e a` l’aide d’un
champ de Liouville de ω0 pour la rendre plonge´e dans X0.
(Remarque : pour le quatrie`me point, nous pourrions aussi faire appel
aux me´thodes de J. P. Mohsen [47, 10].)
3 Au voisinage du diviseur canonique
Dans cette section, pour ne pas alourdir les notations, nous noterons Σ
la surface Σ0.
3.1 NΣ racine de KΣ
Remarquons tout de suite que le fibre´ normal de Σ dans X est une racine
carre´e du fibre´ canonique KΣ. En effet, si Σ est de´termine´e par une famille
d’e´quations locales {Uα, hα}, le fibre´ en droites associe´, LΣ (de´fini par le
cocycle gαβ = hα/hβ ∈ O∗(Uα ∩ Uβ)), est isomorphe a` KX . Les dhα sont
des sections locales holomorphes sans ze´ros du fibre´ conormal de Σ, N∗Σ, au-
dessus des ouverts Uα ∩ Σ ⊂ Σ et ve´rifient dhα = gαβ.dhβ : elles de´finissent
donc une section globale sans ze´ro de N∗Σ⊗LΣ. Ainsi (LΣ)|Σ = NΣ. De cette
e´galite´ et de la formule d’adjonction se de´duit le re´sultat. D’apre`s Atiyah [3],
ceci signifie que le fibre´ normal de Σ dans X de´finit une structure Spin sur
Σ.
Rappelons que le genre ge´ome´trique pg = h2,0 de X est la dimension de
l’espace des sections holomorphes du fibre´ canonique KX . Or deux sections
posse´dant le meˆme diviseur sont proportionnelles, donc la dimension de l’es-
pace des sections holomorphes de NΣ est pg − 1 ; elle est paire lorsque le
genre ge´ome´trique de X est impair.
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3.2 Structures de contact au bord du voisinage U
Soit Σ′ le germe de Σ en un de ses points.
Dans des coordonne´es locales holomorphes (z, w) ou` Σ′ s’e´crit {w = 0},
soit ϕ une 2-forme me´romorphe dont Σ′ est un poˆle d’ordre k ≥ 2 ou un
ze´ro d’ordre k ≥ 1 ; autrement dit
ϕ = wk dz ∧ dw ; k ∈ Z, k 6= 0,−1.
Hors de Σ, posons w = ρeit et conside´rons Y′ d’e´quation {ρ = ′}, bord d’un
voisinage tubulaire U′ de Σ′. Soit g′0+iω′0 le produit hermitien sesquiline´aire
standard dans ces coordonne´es ; notons ω′ la partie re´elle de ϕ. La forme ω′
et la me´trique g′′ = ‖ω
′‖√
2
g′0 sont compatibles et de´finissent donc une structure
quasi-complexe J ′. Nous voulons e´tablir le lemme suivant :
Lemme 5 Les droites complexes pour J ′ forment une structure de contact
sur Y′, reveˆtement a` (k+1) feuillets de la structure des e´le´ments de contact
sur Σ′.
Notons z = x+ iy ; une structure presque-complexe J ′ adapte´e a` ω′ hors
de Σ′ est donne´e par
J ′ dx = ρk (cos(k + 1)t . dρ− sin(k + 1)t . ρ dt),
J ′ dy = ρk (− sin(k + 1)t . dρ− cos(k + 1)t . ρ dt)
et, par suite,
J ′ dρ = ρ−k (− cos(k + 1)t . dx+ sin(k + 1)t . dy),
J ′ dt = ρ−k−1 (sin(k + 1)t . dx+ cos(k + 1)t . dy).
Sur la varie´te´ Y′ , le champ de plans F = TY′ ∩ J ′TY′ est de´fini par
le´quation de Pfaff α = 0 ou` α = − ′k+1k+1 [cos(k + 1)t dx − sin(k + 1)t dy].
Comme α∧ dα = ′2(k+1)
(k+1)2
dx∧ dy ∧ dt, F est une structure de contact sur Y′
qui oriente Y′ comme bord de U′ ; comme, de plus, dα|TY′ ≡ ω′|TY′ , α est
adapte´e a` Y′ et a` ω′, et Y′ , bord de U′ , est du type de contact dans X.
Pour tout k 6= −1, la normale sortante n de Y′ e´tant ∂ρ et le champ de
Reeb ξ de α e´tant − k+1
′k+1 [cos(k + 1)t ∂x − sin(k + 1)t ∂y], on calcule
ω′(n, ξ) =
k + 1
′
.
(Y′ , F ) est concave par rapport a` ω′ pour tout entier k ≤ −2, et convexe
par rapport a` ω′ pour tout entier k ≥ 0. ♦
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L’application que nous ferons de ce lemme ne concerne que le cas k = 1.
Meˆme localement, on ne peut supposer que g0 co¨ıncide avec une me´trique
plate comme l’est g′0 ; par contre une telle e´galite´ est vraie a` l’ordre 2 en un
point donne´. On en de´duit le lemme suivant :
Lemme 6 Dans un voisinage tubulaire U de Σ, soit % la distance a` Σ et Y
la sous-varie´te´ d’e´quation % = . Les droites J-complexes forment sur Y un
champ de plans de contact F isomorphe a` un reveˆtement double du champ
de plans de la structure standard de STΣ.
Fixons une fois pour toutes un reveˆtement du fibre´ en cercles unite´s pour
une me´trique sesquiline´aire g′0 sur le fibre´ normal NΣ :
(Y ⊂ NΣ) pi−→ (STΣ ⊂ TΣ)
et notons F ′ la structure sur Y qui s’en de´duit.
Dans chaque ouvert trivialisant U (α) du fibre´ STΣ, le lemme 5 fournit
une structure J ′(α) telle que F ′ s’identifie a` la structure F ′ (α)′ du lemme sur
le bord Y (α)′ d’un voisinage U
(α)
′ .
Par ailleurs, le flot ge´ode´sique pris aux temps  successifs fournit une
famille a` un parame`tre, analytique re´elle, de diffe´omorphismes ϕ de Y sur
Y. La structure ϕ∗F restreinte a` U (α) est C1-proche de F ′
(α)
′ . Graˆce au
the´ore`me de Moser et Gray (cf. [14]), les structures ϕ∗F et F ′ sont alors
diffe´omorphes. ♦
Toujours en vertu du the´ore`me de Moser et Gray, les lemmes 5 et 6
restent valables si ω′ est remplace´e par une forme symplectique ω = ω′ +
ε.γ, ou` γ est une (1,1)-forme anti-auto-duale (orthogonale a` ω0) et ε est
suffisamment petit.
4 Structures Spin sur les surfaces de Riemann
Rappelons brie`vement la de´finition d’une structure Spin. Soit V une
varie´te´ re´elle riemannienne oriente´e de dimension n ≥ 2, et PSO(V ) le fibre´
[principal a` droite, de groupe structural SO(n)] de ses repe`res orthonorme´s.
(Pour n = 2, nous convenons que Spin(2) est SO(2) vu comme reveˆtement
double connexe de SO(2).)
Une structure Spin sur V est la donne´e d’un Spin(n)-fibre´ principal P˙
et d’un reveˆtement double ξ˙, morphisme de fibre´s Spin(n)-e´quivariant :
P˙
ξ˙−→ PSO(V ).
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Une condition ne´cessaire et suffisante pour que V admette une struc-
ture Spin est la nullite´ de sa deuxie`me classe de Stiefel-Whitney w2(V ).
On dit que deux structures Spin sont e´quivalentes s’il existe un diagramme
commutatif d’isomorphismes des fibre´s principaux correspondants.
Si w2(V ) = 0, la suite exacte
0→ H1(V ;Z2) pi
∗→ H1(PSO(V );Z2)→ H1(SO(n);Z2) w→ H2(V ;Z2),
extraite de la suite spectrale associe´e a` la fibration
SO(n)→ PSO(V ) pi→ V,
permet de conclure que les structures Spin sur V sont en bijection avec les
e´le´ments de H1(V ;Z2) (de fait, w envoie le ge´ne´rateur de H1(SO(n);Z2) ∼=
Z2 sur w2(V ) dans la suite spectrale ci-dessus).
Si V est de dimension paire 2m, munie d’une structure presque-complexe,
la re´duction de SO(2m) a` U(m) permet de montrer, a` partir des suites
exactes
0→ H1(V ;Z2) pi
∗→ H1(PU (V );Z2)→ H1(U(m);Z2)→ H2(V ;Z2)
et
0→ H1(V ;Z2) pi
∗→ H1(detPU (V );Z2)→ H1(U(1);Z2)→ H2(V ;Z2),
que les structures Spin sur V sont en bijection avec les reveˆtements doubles
du U(1)-fibre´ de´terminant des repe`res dont la restriction a` chaque fibre
est U(1)→ U(1), eiθ 7→ e2iθ. Par conse´quent, si V est analytique complexe,
l’homomorphisme pi∗ re´alise une bijection entre les classes de structures Spin
sur V et les classes d’isomorphisme des couples (L, κ), ou` L est un fibre´ en
droites holomorphe et κ un isomorphisme holomorphe de L⊗L dans le fibre´
canonique KV de V . Si, de plus, V est compacte, la structure holomorphe de
L de´termine κ a` une constante multiplicative pre`s, de sorte que les classes
de structures Spin sur une varie´te´ complexe compacte V sont en bijection
naturelle avec les classes d’isomorphisme de fibre´s en droites holomorphes L
tels que L⊗ L est isomorphe au fibre´ canonique KV de V .
Lorsque m = 1 et que V est une surface de Riemann compacte Σ de
genre g, il existe exactement 22g structures Spin non e´quivalentes. Le fibre´
canonique KΣ de Σ est son fibre´ cotangent holomorphe. La caracte´ristique
d’Euler de Σ, 2−2g, e´tant paire, KΣ admet une racine carre´e, c’est-a`-dire un
fibre´ en droites holomorphe L tel que L⊗L ∼= KΣ. Notons R(Σ) l’ensemble
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des classes d’isomorphisme de tels fibre´s, racines carre´es de KΣ. L’on de´finit
la fonction
ϕ : R(Σ)→ Z2, L 7→ dimH0(L) [mod 2].
Atiyah de´montre la proposition suivante : La fonction ϕ est quadratique
et sa forme biline´aire associe´e Bϕ s’identifie au cup-produit sur H1(Σ;Z2).
On appelle paire, respectivement impaire, une classe de structure Spin s telle
que ϕ(s) = 0, resp. ϕ(s) = 1.
Si V est une varie´te´ compacte a` bord de dimension n > 1, une structure
Spin sur V induit une structure Spin sur ∂V [45]. Une varie´te´ compacte V
munie d’une structure Spin est Spin-cobordante a` 0 (ou, en abre´ge´, bordante)
si elle est diffe´rentiablement e´quivalente au bord ∂V ′ d’une varie´te´ Spin,
muni de la structure Spin induite.
Le the´ore`me de l’indice d’Atiyah-Singer (cf. [4], the´ore`me (3.3), et [3])
permet alors de de´montrer le the´ore`me suivant : soit s une structure Spin
sur Σ ; alors (Σ, s) est Spin-cobordante a` 0 si, et seulement si s est paire.
Atiyah en de´duit le the´ore`me :
Une surface de Riemann Σ de genre g admet exactement 2g−1(2g + 1)
structures Spin cobordantes a` ze´ro.
Exemples : Pour Σ = T 2, le fibre´ en cercles unitaires du cotangent,
ST ∗T 2, s’identifie a` T 3. Les structures Spin correspondent aux sous-groupes
d’indice 2 dans pi1(T 3) = Z3 qui s’envoient surjectivement sur pi1(T 2) : ce
sont les quatre sous-groupes engendre´s par les triplets
(2e0, e1, e2) ; (e0, e1 + 2e0, e2) ; (e0, e1, e2 + e0) ; (e0, e1 + 2e0, e2 + 2e0).
Les trois premie`res structures Spin sont cobordantes a` ze´ro, pas la quatrie`me.
Toujours sur T 3, avec des coordonne´es angulaires (θ, x1, x2), pour tout
n ≥ 1, notons ζn la structure de contact de´finie par la 1-forme (cosnθ)dx1 +
(sinnθ)dx2. Cette structure est tendue pour tout n. Les trois structures Spin
bordantes donnent ζ1 ; la structure non-bordante, ζ2. Eliashberg a de´montre´
que ζ2 n’e´tait pas holomorphiquement remplissable (elle ne borde pas une
varie´te´ de Stein), alors que ζ1 est la structure standard sur ST ∗T 2, bord de
Stein. Ne´anmoins, d’apre`s Giroux (cf. [31]), ζ2 (de meˆme que les autres ζn)
borde une varie´te´ symplectique (compacte a` bord) du coˆte´ convexe.
5 Remplissage des structures de contact Spin
L’objet de cette section est de de´montrer le re´sultat suivant :
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Proposition 7 Soit s une structure Spin sur une surface de Riemann Σ,
cobordante a` ze´ro. Alors la structure de contact correspondante est holomor-
phiquement remplissable, c’est-a`-dire qu’elle borde une varie´te´ de Stein.
5.1 Spin-cobordisme et genre ge´ome´trique
En ce qui concerne notre proble`me de de´part, la condition ne´ces-
saire et suffisante pour que la structure Spin induite par ω sur le diviseur
Σ soit cobordante a` ze´ro est que la dimension de l’espace des sections ho-
lomorphes du fibre´ normal NΣ soit paire. Or cette dimension est e´gale au
genre ge´ome´trique diminue´ de 1, donc la structure Spin conside´re´e borde si,
et seulement si pg est impair. Sous cette hypothe`se, nous obtiendrons donc
la varie´te´ symplectique X˜ annonce´e en introduction comme conse´quence de
la proposition 7.
5.2 Le mode`le global du remplissage
Atiyah montre que si une structure Spin sur la surface de Riemann Σ
est cobordante a` ze´ro, elle borde dans une anse pleine ([3], p. 58).
Cette hypothe`se e´tant suppose´e ve´rifie´e, donnons-nous a` pre´sent une anse
pleine V de bord Σ ; une structure Spin s′ sur V de bord s ; et une fonction
de Morse f : V → R posse´dant g points critiques p1, . . . , pg d’indice 1 (au
voisinage d’un tel point, ∇f est rentrant dans 2 directions et sortant dans
la troisie`me), et un unique point critique p0 d’indice 0 (au voisinage duquel
le gradient est rentrant dans toutes les directions). Nous noterons R le fibre´
des repe`res orthonorme´s directs sur V et P le reveˆtement spinoriel associe´
a` s′ : P → R.
Les paragraphes 5.3, 5.4 et 5.5 donneront un fibre´ en cercles M˜ au-dessus
de V × = V \(B1∪ . . .∪Bg∪B0), plonge´ dans P , et une manie`re d’attacher a`
M˜ des boules B˜1, . . . , B˜g, B˜0, mode`les locaux de remplissage symplectique,
permettant d’obtenir une varie´te´ symplectique (W,ω), de bord Y , et une
fonction F : W → R relevant f au-dessus de V ×, fonction de Liouville pour
ω, qui posse`de un unique point critique p˜i dans chaque B˜i.
5.3 Extension re´gulie`re et d’indice ze´ro
Entre deux niveaux critiques de f , nous remplissons la structure de
contact Spin au bord de la manie`re suivante. Soient a et b deux valeurs
critiques conse´cutives de f (0 < a < b, ]a, b[ ne contenant pas de valeur
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critique) : f−1(]a, b[) ⊂ V s’identifie au produit d’une surface riemannienne
re´elle S par ]a, b[ ; posons Ma,b := ST ∗S×]a, b[.
En chaque point de S×]a, b[, la donne´e d’un vecteur tangent a` S, de
longueur 1, jointe a` la direction de t dans ]a, b[, de´finit un point du fibre´
R. Nous avons donc un plongement canonique j de Ma,b dans R, et nous
notons M˜a,b le rele`vement de j(Ma,b) dans l’espace total du reveˆtement Spin
P → R.
Le plongement de Ma,b dans T ∗S qui envoie (x, v; t) sur (x; et.v) munit
Ma,b d’une structure symplectique $ ; soit $˜ la structure qui s’en de´duit
sur M˜a,b. D’ou` l’e´nonce´ suivant :
Lemme 8 Pour tout t ∈]a, b[, la structure de contact Spin au-dessus de
S × {t} borde la structure $˜ sur M˜a,b au-dessus d’un produit S × [t − , t[,
 > 0.
Nous verrons en 5.6 comment raccorder ces structures entre elles loin des
points critiques, graˆce a` des formes de Liouville.
Pour comple´ter la construction, il faut disposer de mode`les locaux per-
mettant de remplir les structures de contact trace´es au-dessus du bord des
Bi, voisinages des points critiques ci.
(Comme f croˆıt dans la direction du remplissage, la dimension des
varie´te´s dilatantes en un point-selle est 1 : on dira qu’on a affaire a` un
point d’indice 1 ; un puits pour le gradient est, quant a` lui, d’indice 0.)
Pour le point critique p0 de f d’indice 0, choisissons une petite boule
centre´e en p0 dans V , dont le bord est un niveau de f ; au-dessus de ce bord,
le lemme 8 fournit une sphe`re S3 dans P , munie de la structure de contact
standard, reveˆtement double de ST ∗S2 munie de la structure des e´le´ments
de contact. Cette structure de contact est remplissable de fac¸on standard.
Reste donc a` remplir par des structures symplectiques sur des boules
de dimension 4 au-dessus du voisinage des points critiques d’indice 1. Le
remplissage de Stein re´sultera alors des the´ore`mes d’Eliashberg [25] et de
Gompf [32].
5.4 Pre´paration d’indice 1
Soit pi, i ≥ 1 un tel point critique d’indice 1. Au-dessus d’un voisinage de
∂Bi, le champ de Liouville est projetable sur un champ de vecteurs rentrant
dans la boule Bi dans deux directions et sortant dans la troisie`me, puisqu’il
rele`ve ∇f par construction.
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D’autre part, le bord de M˜ au-dessus de ∂Bi est une varie´te´ Z de di-
mension 3 fibrant en cercles au-dessus d’une sphe`re de dimension 2 ; notons
F cette fibration et appelons P1 le champ de plans tangents dans V de´fini
le long de ∂Bi par les perpendiculaires au gradient de f .
Identifions ∂Bi a` la sphe`re S2 de centre 0 et de rayon 1 dans R3 et
conside´rons le champ P0 de plans tangents a` la sphe`re S2 oriente´s par les
normales sortantes. La latitude des points de contact correspondants e´tant
repe´re´e par l’angle θ (e´gal a` 0 au poˆle sud et a` pi au poˆle nord), nous appli-
quons a` chaque plan une rotation %t d’angle 2θ autour de la droite passant
par le point de contact et paralle`le a` l’axe des poˆles (t ∈ [0, 1]). Le champ P1
est alors homotope a` %1(P0), pour lequel les plans aux poˆles sont oriente´s
par les normales sortantes, les plans le long de l’e´quateur par les normales
rentrantes.
Relevant les deux champs de plans homotopes P0 et P1 dans S3 et dans Z
respectivement, nous voyons que la fibration en cercles (Z,F) est homotope,
donc isotope a` la fibration de Hopf de S3.
Ces observations vont nous permettre de comple´ter le remplissage sym-
plectique a` l’aide du mode`le local suivant.
5.5 Mode`le local pour le remplissage symplectique au voisi-
nage des points critiques d’indice 1
Soient z = x + iy et w = u + iv les coordonne´es standard sur C2, J la
structure presque-complexe donne´e par la multiplication par i.
Lemme 9 Il existe, au voisinage de l’origine dans C2, une fonction stric-
tement pluri-sous-harmonique ϕ posse´dant la proprie´te´ suivante : si ωˆ est la
forme symplectique ddJϕ, le champ de Liouville pour ωˆ le long d’une sphe`re
S3 centre´e en 0, de rayon r suffisamment petit, est projetable suivant la
fibration de Hopf et se projette sur la restriction a` S2 dans R3 du champ
standard pour un point critique d’indice 1.
La projection h de S3 sur S2 e´tant donne´e par
(x+ iy, u+ iv)
7→ (x1, x2, x3) = (2(xy − uv), 2(xv + uy), (x2 + u2)− (y2 + v2)),
le tore T s’envoie sur le cercle r2S2 ∩ {x3 = 0} de rayon r2, les cercles
C1 et C2 s’envoyant respectivement sur les points (0, 0, r2) et (0, 0,−r2).
(L’application h est une fibration de Hopf orthogonale a` la fibration donne´e
par la structure standard de C2.)
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Nous allons chercher a` construire ϕ sous la forme ϕ(z, w) = F (x2 +
u2, y2 + v2). L’ide´e est de prendre un lissage du carre´ de la distance a`
{x = u = 0} ∪ {y = v = 0}, modifie´ par une petite perturbation qui per-
mette d’obtenir les proprie´te´s voulues pour le champ ∇ϕ (pour la me´trique
standard de C2). Plus pre´cise´ment, soit g : R→ [0, 1] une fonction de classe
C∞, qui vaut 0 sur ]−∞,−η] (η > 0 petit), 1 sur [η,+∞[, et est strictement
croissante sur [−η, η], de de´rive´es premie`re et seconde borne´es, prenant la
valeur 1/2 en 0 ; et soit  > 0 petit. De´finissons la fonction ϕ sur C2 par
ϕ(x+ iy, u+ iv) =
(x2 + u2).[1− g(x2 + u2 − y2 − v2)− ]
+(y2 + v2).[g(x2 + u2 − y2 − v2)− ].
Alors :
ωˆ = ddJϕ
= 2.(1− 2) (dx ∧ dy + du ∧ dv)
+4.[(x2 + u2 − y2 − v2).g′′(x2 + u2 − y2 − v2)
+2.g′(x2 + u2 − y2 − v2)]
.[−(x2 + y2) dx ∧ dy − (u2 + v2) du ∧ dv
−(xu+ yv) (dx ∧ dv − dy ∧ du)
+(yu− xv) (dx ∧ du+ dy ∧ dv)] ;
on constate que pour  < 1/2, x2 + y2 + u2 + v2 < r2 assez petit et η  r2,
la forme ωˆ est proche de 2 (dx ∧ dy + du ∧ dv), elle reste donc symplectique
et la formule (v,w) 7→ ωˆ(v, Jw) + iωˆ(v,w) de´finit une structure hermi-
tienne de´finie positive. Par suite ϕ est strictement pluri-sous-harmonique au
voisinage de 0.
D’autre part, le champ ∇ϕ se projette bien comme spe´cifie´ par le lemme.
En effet, notant toujours (x1, x2, x3) = (2(xy − uv), 2(xv + uy), (x2 + u2)−
(y2 + v2)) :
−∇ϕ = 2x.(x3g′(x3)− 1 + g(x3) + ) ∂x
+2y.(−x3g′(x3)− g(x3) + ) ∂y
+2u.(x3g′(x3)− 1 + g(x3) + ) ∂u
+2v.(−x3g′(x3)− g(x3) + ) ∂v ;
si pi : R4\{0} → R3\{0} est la projection de´finie par pi(ρ.(z, w)) = ρ2.h(z, w)
(ρ ∈ R∗+, (z, w) ∈ S3), alors −∇ϕ est projete´ par pi sur le champ de vecteurs
dpi.−∇ϕ = 2(1− 2)x1 ∂x1 + 2(1− 2)x2 ∂x2
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−4(x3 + ρ2x3g′(x3) + ρ2g(x3)− (x2 + u2)) ∂x3 ,
lequel est conjugue´ au gradient dans R3 de la fonction
(x1, x2, x3) 7→ −x21 − x22 + x23.
♦
5.6 Fin du remplissage. Orthogonalite´ des formes ω et ω0
hors d’un squelette ω-lagrangien
Revenant au remplissage global, nous pouvons supposer que tous les pi,
1 ≤ i ≤ g, sont au meˆme niveau c1 > 0 pour f , et que f(p0) = c0 > c1. (0
est le niveau de Σ.) Choisissons de petites boules B1, . . . , Bg, B0 autour de
ces points.
Le point p˜0 est un point critique d’indice 0. En revanche, les p˜i, i ≥ 1, ne
sont pas des points critiques non-de´ge´ne´re´s. Nous pourrions modifier F en
une fonction de Morse pluri-sous-harmonique (cf. Biran [15]) pour de´crire
un complexe simplicial isotrope dans W ; mais il est plus simple de conserver
F en l’e´tat : pre`s de p˜i (i ≥ 1), il existe deux disques lagrangiens ∆(i)1 et
∆(i)2 contenant p˜i, transversalement attractants pour ∇F , pre´serve´s par ∇F ,
lequel est dilatant sur ces disques. En suivant les lignes de flot de ∇F , les
bords C(1)1 , C
(1)
2 , . . . , C
(g)
1 , C
(g)
2 de ces disques se retrouvent tous au bord de
B˜0 avant de s’e´vanouir en p˜0. Une perturbation ge´ne´rique de F assure que
les disques d’e´crasement en p˜0 de ces cercles soient deux a` deux transverses.
(La figure ci-dessus repre´sente le cas g = 2.)
D’ou` le re´sultat suivant :
Lemme 10 Le remplissage W est re´tracte´ par un champ de Liouville sur
un bouquet en p˜0 de g couples de sphe`res S
(i)
1 ∪S(i)2 , lagrangiennes (pour ω),
s’intersectant transversalement en p˜0 et en un unique autre point (p˜i).
De´finition 11 Le squelette S de W est la re´union des sphe`res S(i)k (1 ≤
k ≤ 2, 1 ≤ i ≤ g). C’est une sous-varie´te´ immerge´e de W , ω-lagrangienne,
a` croisements normaux.
En dehors de S, les lignes de gradient de F permettent de prolonger ω0
en une structure symplectique qui reste orthogonale a` ω.
Entre les niveaux 0 et c1 −  de F ( > 0 petit), nous avons dans W un
collier W1 = Y × [0, c1 − ]. Le gradient de F , ξ = ∇F , est un champ de
Liouville contractant pour ω ; notons λ la forme de Liouville ξ ω.
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Fig. 1 – Squelette de W
Fig. 2 – Extension de ω0 a` X˜ \ S
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Le long de Y , il existe une forme exacte λ0, de Liouville pour ω0, et un
champ de Liouville ξ0 (tel que λ0 = ξ0 ω0) multiple de ξ ; λ0 |Y de´finit alors
un plan orthogonal a` celui que de´finit λ. Prolongeons canoniquement λ0 sur
W1 de telle sorte que λ0 continue a` s’annuler a` la fois sur ξ et sur un plan
orthogonal a` celui que de´finit λ et a` la fibration en cercles W → V ; ω0 se
prolonge alors sur W1 par ω0 = dλ0.
Le champ ξ, contractant pour ω, est dilatant pour ω0. La meˆme construc-
tion peut aussi eˆtre poursuivie entre les niveaux c1 −  et c0 −  de F sur
une partie W0 de W qui est sature´e par les lignes de gradient de F e´vitant
les boules B˜1, . . . , B˜g ; W0 est le comple´mentaire d’un voisinage de S dans
F−1([c1 − , c0 − ]).
Nous pouvons ainsi de´finir une forme ω0 sur X˜ \ S ; il est certainement
impossible de la prolonger a` S. Par contre, la structure J , comme ω, se
prolonge bien a` X˜, ce qui permettra de parler ulte´rieurement de varie´te´s
ω0-lagrangiennes (la` ou` ω0 est de´fini) et dont le plan tangent est J-complexe
le long de S.
Remarque : a` partir d’un germe de complexification de la surface sin-
gulie`re S, la construction peut eˆtre re´alise´e de sorte que J soit inte´grable au
voisinage de S, ce que nous supposerons dore´navant.
Nous aurons besoin de la pre´cision suivante sur le complexe S. Introdui-
sons d’abord une de´finition :
De´finition 12 Nous dirons que N plans lagrangiens vectoriels Λ1, . . ., ΛN
de C2 muni de sa structure symplectique standard ω0 sont en position e´le´men-
taire s’il existe des coordonne´es unitaires (z, w) telles que pour j = 1, . . . , N ,
l’e´quation de Λj soit
w = e
2i(j−1)pi
N z¯.
Lemme 13 Le complexe S peut eˆtre choisi de sorte qu’il existe des coor-
donne´es J-complexes en p˜0 qui mettent les plans tangents en p˜0 a` S (i.e.,
aux sphe`res Sk(i)) en position e´le´mentaire.
Nous pouvons choisir la fonction f pour que, en p0, les 2g trajectoires in-
stables des points p1, . . . , pg aboutissent dans un meˆme plan tangent de
Tp0V . Dans la sphe`re S(0) de dimension 3 autour de p˜0 dans W , les cercles
d’intersection des Sk(i) avec S(0), qui font partie d’une meˆme fibration de
Hopf, se projettent sur un meˆme cercle de S2, et peuvent donc eˆtre de´forme´s
pour eˆtre mis en position e´le´mentaire. ♦
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Remarque : en un point p˜i (i ≥ 1), il n’y a que deux plans lagrangiens
transverses, tangents a` S ; il est toujours possible de choisir des coordonne´es
symplectiques dans lesquelles ils aient pour e´quations w = z¯ et w = −z¯.
Si J est donne´e, S peut aussi eˆtre de´forme´e pour que tous ces points
doubles soient en position e´le´mentaire vis-a`-vis de J .
6 Existence de surfaces lagrangiennes dans X˜
6.1 Sections asymptotiquement J-holomorphes
Soit X une varie´te´ compacte de dimension 2n, munie d’un triplet compa-
tible (J, g, ω) avec ω symplectique et entie`re (i.e., [ω] provient d’une classe
entie`re en homologie), E un fibre´ complexe de rang r sur X muni d’une
connexion hermitienne ∇E , L un fibre´ en droites holomorphe sur X tel que
c1(L) = [ω] ∈ H2(X;Z), et B une connexion hermitienne sur L de cour-
bure −2ipiω. (C’est avec ces signes que L est dit positif par rapport a` J .)
Pour tout k ∈ N∗, B de´finit une connexion sur Lk de courbure −2ikpiω, et,
conjointement avec ∇E , elle de´finit une connexion hermitienne sur E ⊗ Lk
dont nous noterons ∇k la de´rive´e covariante.
Suivant Donaldson [19] et Sikorav [56], nous convenons de mesurer les
de´rive´es d’une section s de E⊗Lk en munissant X de la me´trique gk = kg ;
les longueurs mesure´es par g sont multiplie´es par
√
k quand on les mesure
avec gk, ceci multiplie la norme des de´rive´es p-e`mes de s et de ∂¯Js par k−p/2.
De´finition 14 Une suite de sections lisses sk ∈ Γ(E⊗Lk) est dite asympto-
tiquement J-holomorphe (en abre´ge´ J-a.h.) s’il existe une constante C > 0
telle que, pour tout k ∈ N∗, ‖sk‖ ≤ C, ‖∂¯Jsk‖C1 ≤ C√k .
De´finition 15 Une suite de sections lisses sk ∈ Γ(E ⊗Lk), J-a.h., est dite
uniforme´ment transverse a` la section nulle si, pour tout k assez grand, il
existe une constante ε > 0 telle qu’en tout x ∈ X tel que ‖sk(x)‖ ≤ ε, et que
‖∇ksk(x)‖ ≥ ε.
Donaldson de´montre alors le the´ore`me suivant [19] :
Soit X, (J, g, ω), E, L, ∇E comme ci-dessus. Alors il existe une suite
de sections sk ∈ Γ(E ⊗ Lk) J-a.h. et uniforme´ment transverse a` la sec-
tion nulle ; pour k assez grand, Zk = s−1k (0) est une sous-varie´te´ sym-
plectique de X de codimension 2r, dont la classe d’homologie est duale a`
(k[ω])r +
∑r
i=1 ci(E).(k[ω])
r−i.
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Ce re´sultat est ge´ne´ralise´ par Auroux [6] :
Soit X, (J, g, ω), E, L, ∇E comme ci-dessus, et une suite de sections
σk ∈ Γ(E ⊗ Lk) J-a.h. Alors, pour k assez grand, (σk) peut eˆtre approche´e
au sens C1 par une suite de sections sk ∈ Γ(E⊗Lk) J-a.h. et uniforme´ment
transverse a` la section nulle.
Par ailleurs, si (Jt)t∈[0,1] est un chemin de structures presque-complexes
sur X compatibles avec ω, et (σk,t) une suite de chemins de sections Jt-a.h.,
de´pendant continuˆment de t ainsi que leurs de´rive´es, alors on peut approcher
celle-ci au sens C1 par une suite de chemins de sections sk,t ∈ Γ(E ⊗ Lk)
Jt-a.h. et uniforme´ment transverse a` la section nulle : pour tout  > 0, il
existe des constantes K˜ ≥ K et δ > 0, de´pendant de , de la ge´ome´trie
de X et des bornes des de´rive´es des σk,t, telles que pour tout k > K˜, (i)
les sections sk,t et leurs de´rive´es de´pendent continuˆment de t, (ii) pour tout
t ∈ [0, 1], ‖sk,t − σk,t‖ < , ‖∇ksk,t −∇kσk,t‖ < , (iii) pour tout t ∈ [0, 1],
la suite (sk,t) est δ-uniforme´ment transverse a` 0.
Signalons aussi le re´sultat suivant de Donaldson et Sikorav [19, 56], en
termes de courant, dans le cas ou` E est trivial :
Soit sk ∈ Γ(Lk) une suite de sections J-a.h. et uniforme´ment transverse
a` la section nulle, et Zk = s−1k (0) pour tout k. Alors la suite des courants
1
kZk converge vers le dual de Poincare´ de ω. Plus pre´cise´ment, il existe une
constante C telle que pour tout ψ ∈ Ω2n−2(X) et tout k ∈ N∗,
|1
k
∫
Zk
ψ −
∫
X
ω ∧ ψ| ≤ C√
k
‖dψ‖L∞ ,
la norme ‖ · ‖L∞ e´tant prise par rapport a` g.
Dans l’usage que nous allons faire des familles asymptotiquement holo-
morphes, il sera pratique d’utiliser aussi les pinceaux de Lefschetz symplec-
tiques [20] et les reveˆtements ramifie´s symplectiques de CP2 [7].
La proposition 6 de [20] implique le re´sultat suivant :
The´ore`me 16 Pour tous re´els C, η > 0 et tout entier k suffisamment
grand, il existe des sections s0k, s
1
k de L
k, C-borne´es, satisfaisant aux condi-
tions suivantes :
(i) s0k est η-transverse a` la section nulle de L
k,
(ii) (s0k, s
1
k) est η-transverse a` la section nulle de L
k ⊕ Lk,
(iii) ∂(s1k/s
0
k) est η-transverse a` 0 sur le comple´mentaire de B, lieu des
ze´ros communs a` s0k et a` s
1
k,
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et telles que F = s1k/s
0
k de´finisse un faisceau topologique de Lefschetz de base
B pour la structure kω.
Il est clair, d’apre`s la de´monstration de cette proposition par Donaldson,
que pour chaque point x de X, il existe un tel pinceau pour lequel x soit un
point-base.
Avec les sections (s0k, s
1
k, s
2
k) de C3⊗Lk, D.Auroux parvient a` une descrip-
tion des varie´te´s symplectiques comme reveˆtements ramifie´s du plan projectif
complexe :
De´finition 17 Soit  > 0, U un voisinage d’un point x dans X, φ :
U → C2 une carte locale complexe de classe C1, et J0 la structure com-
plexe canonique de C2. L’on dit que φ est -approximativement holomorphe
si |φ∗J0 − J | ≤  en tout point de U . En d’autres termes, pour tout vecteur
tangent v, |∂¯φ(v)| ≤ 2 |dφ(v)|.
De´finition 18 Une application f : X → CP2 est dite localement et -
holomorphiquement modele´e en x sur une application g : C2 → C2 s’il existe
des voisinages U de x dans X et V de f(x) dans CP2, et des applications
-approximativement holomorphes φ : U → C2 et ψ : V → C2, de classe C1,
telles que f|U = ψ−1 ◦ g ◦ φ.
De´finition 19 Une application f : X → CP2 est un reveˆtement singulier
-approximativement holomorphe, ramifie´ au-dessus d’une sous-varie´te´ R de
X, si df est de rang re´el 2 le long de R, surjective ailleurs, et si, en tout
x ∈ X, elle est -holomorphiquement modele´e sur l’une des applications
suivantes :
(i) (z, w) 7→ (z, w),
(ii) (z, w) 7→ (z2, w),
(iii) (z, w) 7→ (z3 − zw,w).
Nous e´crirons en abre´ge´ que f : X → CP2 est un reveˆtement J-a.h.s.
s’il existe un  tel que f soit un reveˆtement singulier -approximativement
holomorphe.
(Nous parlerons de surface -approximativement holomorphe pour l’image
re´ciproque par un tel reveˆtement d’une courbe holomorphe de CP2.)
Rappelons alors le premier the´ore`me obtenu par Auroux dans [7] : toute
varie´te´ symplectique compacte (X,ω) de dimension 4 peut eˆtre re´alise´e sym-
plectiquement comme un reveˆtement de CP2 ramifie´ le long d’une courbe
symplectique lisse R dans X, se projetant sur CP2 en une surface dont
les seules singularite´s sont des points doubles a` croisements normaux et
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des points cuspidaux (de premie`re espe`ce). De plus, pour toute structure
presque-complexe adapte´e a` ω sur X et tout  > 0, nous pouvons demander
que l’application de reveˆtement soit -approximativement holomorphe.
Plus pre´cise´ment (et en ajoutant un parame`tre) :
Soit (X,ω) une varie´te´ symplectique compacte de dimension 4, (Jt)t∈[0,1]
une famille de structures presque-complexes sur X, compatible avec ω, L un
fibre´ en droites holomorphe sur X tel que c1(L) = [ω], et, pour tout k entier
suffisamment grand, (σk,t)k,t∈[0,1] une famille de suites de sections Jt-a.h. de
C3 ⊗ Lk, telle que les σk,t et leurs de´rive´es de´pendent continuˆment de t.
Alors, pour tout  > 0 fixe´, il existe (pour k assez grand) une famille
(sk,t)k0,t∈[0,1] de suites de sections Jt-a.h. de C3 ⊗Lk, ne s’annulant nulle
part, de´pendant continuˆment de t, ve´rifiant
∀t ∈ [0, 1], ‖sk,t − σk,t‖C3,gk ≤ ,
et telle que, pour tout t, sk,t de´finisse un reveˆtement ramifie´ X → CP2, Jt-
a.h.s.
La version a` t fixe donne une suite (indexe´e par l’entier k) de reveˆtements
pik : X → CP2, J-a.h.s. (Ceci montre aussi que l’ du the´ore`me est en
O(1/
√
k).)
D. Auroux montre comment l’on retrouve des pinceaux a` partir de la` :
pour k assez grand, on peut perturber (s0k, s
1
k), extrait du triplet (s
0, s1, s2),
et obtenir un faisceau.
6.2 Plans lagrangiens et formes lagrangiennes
L’objet de cette section est d’e´tablir quelques lemmes auxquels nous fe-
rons appel dans la construction ulte´rieure.
1)
Lemme 20 Soit une collection Λ de N plans tangents lagrangiens Λ1, . . . ,ΛN
en un point d’un plan complexe hermitien, transverses deux a` deux et en posi-
tion e´le´mentaire (p.19). Il existe 2N plans complexes Π1,Π2, . . . ,Π2N−1,Π2N
tels que pour tout i ∈ {1, . . . , N}, Π2i−1 et Π2i soient transverses a` Λi avec
des signes d’intersection oppose´s, et transverses aux Λj , j 6= i avec le
meˆme signe d’intersection. De plus, soit Π la re´union des Πi ; alors, dans
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tout voisinage de Π, il existe une courbe complexe lisse de´singularisant Π
e´vitant Λ.
Il suffit de le de´montrer dans C2 muni de sa me´trique hermitienne canonique.
Un plan Λ d’e´quation {w = az¯ + bz} dans C2 est lagrangien si, et seule-
ment si |a|2 − |b|2 = 1. Une droite complexe d’e´quation {w = cz} est alors
transverse a` Λ si, et seulement si |b − c| 6= |a| ; le signe de l’intersection
est e´gal a` plus ou moins le signe de |b − c| − |a| selon l’orientation de Λ.
Deux plans lagrangiens Λ1 et Λ2, d’e´quations respectives {w = a1z¯ + b1z}
et {w = a2z¯ + b2z}, sont transverses si, et seulement si <(a1a2 − b1b2) 6= 1.
Dans notre cas, Λj a pour e´quation w = aj z¯, avec aj = e2i(j−1)pi/N .
Conside´rons les plans Πj = {(z, w) ∈ C2 | w = ckz}, k = 1, . . . , 2N , ou`
ck = ei(k−1)pi/N . La de´singularisation de la re´union des Πj retenue est alors
la courbe d’e´quation
w2N − z2N = ε (ε > 0). ♦
2) Nous ferons appel plus tard a` un e´nonce´ d’approximation de varie´-
te´s lagrangiennes, vues comme des courants, par des formes diffe´rentielles
lagrangiennes (i.e., orthogonales a` ω0) :
Lemme 21 Soit (W0, ω0) une varie´te´ symplectique de dimension 2n, et V ⊂
W0 une sous-varie´te´ lagrangienne, compacte, oriente´e de W0. Alors, pour
toute me´trique riemannienne sur W0, pour tout ε > 0 et tout voisinage U
de V d’ordre ε, il existe une constante C > 0 et une n-forme diffe´rentielle
α de classe C∞ sur W0, ferme´e, a` support dans U , telle que α ∧ ω0 = 0, et
que, pour toute n-forme ϕ sur W0, on ait
|
∫
W0
α ∧ ϕ−
∫
V
ϕ| ≤ Cε‖ϕ‖1,
ou` ‖·‖1 de´signe la norme C1. De plus, le courant que de´finit α est homologue
au courant T d’inte´gration sur V .
Remarque : autrement dit, le courant T d’inte´gration sur V est limite de
courants diffus et lagrangiens.
Suivons le proce´de´ de re´gularisation du §15 du livre de de Rham [51] en
l’adaptant au cadre symplectique :
Premie`rement. Sur R2n, pour ε < 12 , donnons-nous une famille de diffe´o-
morphismes symplectiques sy (y ∈ B2n(0; ε), la boule de centre 0 et de
rayon ε dans R2n), de´pendant de manie`re C∞ de y, qui co¨ıncident avec la
famille des translations par y sur la boule B2n(0; ε) et avec l’identite´ hors de
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B2n(0; 1) (une telle famille se construit au moyen d’une famille de fonctions
ge´ne´ratrices, cf. [44]).
Nous nous donnons aussi une fonction C∞ f ≥ 0, a` support dans
B2n(0; ε), d’inte´grale 1, et nous conside´rons sur les formes diffe´rentielles
l’ope´ration de moyennisation
R∗ϕ =
∫
R2n
s∗y(ϕ) f(y) dy.
Cet ope´rateur agit aussi sur les courants par la formule
(RT )(ϕ) = T (R∗ϕ).
Les de´monstrations des propositions 1 ([51], p. 77) et 2 ([51], p. 78)
montrent que R commute a` l’ope´rateur d et envoie les courants C∞ sur des
courants C∞ et les courants quelconques a` support dans B2n(0; ε) sur des
courants C∞.
Deuxie`mement. Recouvrons W0 au voisinage de U par une collection
finie de cartes de Darboux ϕi : Bi(1)→W0 telles que les ϕi(Bi(ε)) forment
encore un recouvrement de W0 au voisinage de U . Notons Ri l’ope´rateur de
re´gularisation transporte´ de R sur Ui = ϕi(Bi(1)). A` l’aide d’une partition
de l’unite´, nous voyons que le produit R1◦R2◦. . .◦RN de tous les ope´rateurs
Ri, encore note´ R, satisfait a` la proprie´te´ suivante : pour tout courant T tel
que T ∧ ω0 = 0, RT est de classe C∞, a` support dans U , et (RT ) ∧ ω0 est
encore nul.
La forme α = RT ainsi de´finie est ferme´e, R commutant avec d. L’esti-
mation sur les normes est celle qu’e´tablit de Rham. ♦
Remarque : Du lemme pre´ce´dent, nous de´duisons que pour toute sous-
varie´te´ a` bord τ , de dimension n, compacte, plonge´e dans W et transverse
a` V , l’inte´grale
∫
τ α tend vers le nombre alge´brique d’intersection de V avec
τ quand ε tend vers 0.
Nous aurons aussi besoin du raffinement suivant :
Lemme 22 En dimension 2n = 4, avec les hypothe`ses et notations du
lemme pre´ce´dent, supposons qu’il existe une structure presque-complexe J ,
compatible avec ω (telle que ω ∧ ω0 = 0) et que V soit J-holomorphe. Alors
on peut s’arranger pour que la 2-forme α donne´e par le lemme pre´ce´dent
soit adapte´e a` J , i.e., que α(Jx,y) soit une forme syme´trique en x et y le
long de V .
Soit g la me´trique compatible de´termine´e par J et ω, et Ω = ω ∧ ω. Un
voisinage (suffisamment petit) de V dans W0 s’identifie a` un voisinage de
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la section nulle dans T ∗V de manie`re a` ce que les fibres soient des droites
J-complexes le long de V .
Notons ς la syme´trie de T ∗V par rapport a` V (la section nulle). Re-
prenant les notations de la de´monstration du lemme 21, dans le cas de Rn,
les diffe´omorphismes sy peuvent eˆtre choisis de telle sorte que pour tous x,
y, nous ayons sςy(ςx) = ς(sy(x)), et la fonction f telle que pour tout y,
f(ςy) = f(y). Alors R∗ς∗ = ς∗R∗. Cette proprie´te´ se maintient lorsque R
est construit globalement sur W0 au voisinage de U , comme compose´e des
Ri.
Soit maintenant α = RT , et notons u le champ de bivecteurs tel que
α = u Ω. La commutation avec ς assure qu’en chaque point de V , u est
invariant par ς ; cela signifie que u s’e´crit comme la somme d’un bivecteur
tangent a` V et d’un bivecteur normal a` V . Un tel bivecteur est J-invariant
par construction, d’ou` le lemme. ♦
3) Enfin rappelons une notion d’alge`bre line´aire utilise´e par Donaldson [19].
Dans Cn muni de sa me´trique euclidienne canonique et de sa forme symplec-
tique ω standard, soit G la grassmannienne des (2n−2)-plans re´els oriente´s.
Sur chaque Π ∈ G, la me´trique euclidienne canonique de´finit une forme
volume ΩΠ.
De´finition 23 L’angle de Ka¨hler θ : G→ [0, pi] est de´fini pour tout Π ∈ G
par
θ(Π) = arccos(
1
(n− 1)!
ωn−1|Π
ΩΠ
).
Le nombre θ est une mesure intrinse`que de l’e´cart aux plans complexes.
L’ensemble des (2n − 2)-plans oriente´s Π qui sont symplectiques est e´gal a`
θ−1([0, pi/2[).
Ainsi, pour une varie´te´ symplectique (X,ω) munie d’une structure pres-
que-complexe compatible avec ω, et Y une sous-varie´te´ oriente´e de codimen-
sion 2 de X, nous pouvons de´finir en tout y ∈ Y un angle θy(Y ). Pour reve-
nir a` notre situation, Donaldson [19] de´montre l’existence d’une constante
C telle que, pour tout k, les Zk donne´s par ses the´ore`mes ve´rifient
θz(Zk) ≤ C√
k
pour tout z ∈ Zk.
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6.3 Pre´cisions lagrangiennes
Dore´navant, sauf mention contraire, nous nous placerons en dimension
2n = 4. Dans le cas particulier ou` l’on conside`re des structures symplec-
tiques orthogonales a` ω0, nous allons chercher a` construire des surfaces ω0-
lagrangiennes et ω-symplectiques la` ou` Donaldson et Auroux obtenaient des
surfaces ω-symplectiques, comme lieux d’annulation de sections asymptoti-
quement J-holomorphes.
Rappelons le de´cor : (X˜, ω) est une varie´te´ symplectique ferme´e de di-
mension 4, ω e´tant a` pe´riodes entie`res ; L un fibre´ en droites holomorphe sur
X˜ tel que c1(L) = [ω] ∈ H2(X;Z) ; S une surface ω-lagrangienne immerge´e
a` croisements normaux ; et ω0 une forme symplectique exacte sur X˜ \ S,
orthogonale a` ω (i.e., ω ∧ ω0 = 0).
1)
Lemme 24 Donnons nous une suite de sections σk ∈ Γ(Lk) J-a.h. et uni-
forme´ment transverse a` la section nulle, et un re´el η > 0. Il existe une suite,
J-a.h. et uniforme´ment transverse a` la section nulle, de sections sk ∈ Γ(Lk),
C0-proches de σk a` l’ordre O(1/
√
k) et η-proches de σk au sens C1, telles
que, pour k assez grand, Σk = s−1k (0) soit lagrangienne pour ω0 sur X˜ \ S,
J-holomorphe au voisinage de S et homologue au dual de Poincare´ de k[ω].
Commenc¸ons par appliquer les re´sultats de Donaldson et d’Auroux dans
le cas ou` E est trivial de rang 1 : soit σk une suite de sections J-a.h. et
ε-uniforme´ment transverse a` la section nulle, telle que Zk = σ−1k (0) soit uni-
forme´ment transverse a` S pour k assez grand. (Rappelons que, aussi sur les
Zk, nous utilisons les me´triques gk.) Pour chaque k assez grand, perturbons
σk a` l’ordre 1/
√
k au sens C0 et en o(ε) au sens C1 de manie`re a` rendre Zk
transverse a` S. Toujours pour k assez grand, une perturbation du meˆme type
assure que les plans tangents a` Zk aux points de Zk ∩ S sont J-complexes,
et une seconde perturbation garantit alors que Zk est J-holomorphe (donc
ω0-lagrangienne) au voisinage de S. Notons aussi que la courbure de Gauss
et la courbure moyenne de Zk sont borne´es inde´pendamment de k [56].
Comme ‖∇kσk‖ est minore´e par ε et que ‖∇2kσk‖ est majore´e (inde´pen-
damment de k), il existe un δ > 0 tel que ω0 admet une carte de Darboux sur
toute boule de rayon δ, donne´e par une forme de Liouville λ0 (primitive de
ω0), identiquement nulle sur un disque ω0-lagrangien D0, et que, pour tout
k et tout z ∈ Zk, l’intersection de Zk avec la boule de centre z et de rayon δ
dans X˜ est un disque correspondant au graphe d’une 1-forme diffe´rentielle
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sur D0.
Soit k > 1/δ2, de´composons Zk par des triangles τ de diame`tres infe´rieurs
a` δ (toujours pour la me´trique gk). Et rendons J-holomorphe le plan tangent
a` Zk aux sommets du complexe forme´ par les τ , en ne de´formant Zk qu’a`
l’ordre O(1/
√
k).
Sur chaque triangle τ , nous avons l’e´galite´
∫
∂τ λ0 =
∫
τ ω0.
De´montrons d’abord que l’on peut de´former par isotopie la varie´te´ Zk le
long des areˆtes de la triangulation choisie, sans toucher aux plans tangents
des sommets, en ne modifiant les plans tangents le long des areˆtes qu’a`
l’ordre O(1/
√
k) au sens C0 et ε au sens C1, afin d’annuler les inte´grales∫
∂τ λ0 pour tous les triangles τ .
Il existe une 1-forme diffe´rentielle µ0 sur X˜ \S telle que dµ0 = ω0, ce qui
assure l’existence d’une constante C0 telle que pour toute 2-chaˆıne singulie`re
T sur Zk on ait
|
∫
T
ω0| = |
∫
∂T
µ0| ≤ C0√
k
‖∂T‖
ou` ‖∂T‖ de´signe la longueur de la courbe ∂T pour gk. Notons [ω0]τ le 2-
cocycle simplicial donne´ par l’inte´gration de ω0 sur le complexe simplicial
(τ) ; d’apre`s [57], le the´ore`me de Hahn-Banach fournit une 1-cochaˆıne sim-
pliciale c0 pour (τ) telle que dc0 = [ω0]τ , et telle que pour toute areˆte a de
(τ) on ait
|c0(a)| ≤ C0√
k
‖a‖
De plus, comme la courbure de Zk est borne´e, on en de´duit
|c0(a)| ≤ CC0δ√
k
En de´composant ∂τ = a− b+ c suivant les trois coˆte´s de τ , on a∫
∂τ
λ0 = c0(a)− c0(b) + c0(c).
Le long de l’areˆte a, conside´rons une surface A J0-holomorphe tangente a` a ;
puisque ω0 donne une forme d’aire controˆle´e par g0 sur A, il est possible de
trouver un chemin a˜ dans A proche de a a` l’ordre O(1/
√
k) au sens C0 et ε
au sens C1, co¨ıncidant avec a pre`s des extre´mite´s de sorte que l’aire balaye´e
dans A satisfasse a` ∫
a
λ0 −
∫
a˜
λ0 = c0(a).
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On proce`de de meˆme pour toutes les areˆtes. Comme J et J0 sont orthogo-
nales, les surfaces A et Zk sont suffisamment transverses pour qu’on puisse
prolonger la de´formation des areˆtes en une isotopie de Zk, sans changer la
proprie´te´ de graphe par rapport a` λ0. On obtient ainsi de nouveaux triangles
τ˜ .
De plus ∫
τ˜
ω0 =
∫
∂τ˜
λ0 =
∫
∂τ
λ0 − (c0(a)− c0(b) + c0(c)) = 0.
Nous de´formons ensuite la surface Zk sans modifier davantage le 1-
squelette de (τ˜) :
Donnons-nous un triangle τ˜ , et s un point de Zk exte´rieur aux areˆtes
de τ˜ , centre d’une boule de rayon δ contenant τ˜ . La surface peut eˆtre vue
comme le graphe d’une 1-forme α au-dessus d’un ouvert de R2, et, par
nullite´ de
∫
∂τ˜ λ0, il existe un petit anneau au-dessus duquel α est exacte,
e´gale a` une diffe´rentielle df . Par ailleurs, α admet une de´composition sous
la forme dϕ + d∗ψ, unique si nous imposons que ϕ = f le long des areˆtes.
Comme, par ailleurs, ‖dα‖ = ‖dd∗ψ‖ est majore´e par C ′/√k, il s’ensuit que
‖dϕ−α‖ = ‖d∗ψ‖ est e´galement majore´e par C”/√k, ou` C” est encore une
constante inde´pendante de k.
Remplac¸ons alors le graphe de α a` l’inte´rieur de τ˜ par celui de dϕ, ce qui
transforme le triangle τ˜ en un triangle τ˜ ′ lagrangien. Puis modifions encore
un peu la surface au voisinage des areˆtes, de manie`re C√
k
-proche, afin de la
rendre lisse et J-holomorphe sur le 1-squelette de la nouvelle triangulation.
Finalement, il existe une structure presque-complexe J˜k, C√k -proche au
sens C0 de J , co¨ıncidant avec J dans un petit voisinage de S, et telle que la
de´forme´e de Zk reste ω0-lagrangienne et J˜-holomorphe. Les estimations sur
la de´formation de Zk permettent de de´former les sections σk en des sections
sk posse´dant les proprie´te´s requises pour le lemme 24. ♦
2)
Lemme 25 Donnons-nous une collection finie de points si ∈ S et, pour
chaque i, une famille finie de droites J-complexes F (j)i de TsiW , deux a`
deux transverses, ainsi qu’une famille de suites de sections {σ(j)i,k } de Lk,
J-a.h., uniforme´ment transverses a` la section nulle, telles que pour tous i
et j, σ(j)i,k s’annule en si, et que F
(j)
i soit le plan tangent en si a` (σ
(j)
i,k )
−1(0).
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Alors, pour tout  > 0, il existe un entier K tel que pour tout k ≥ K, il existe
une collection {s(j)i,k} de sections de Lk, J-a.h. et uniforme´ment transverses
a` la section nulle, J-holomorphes au voisinage de S, ω-symplectiques, ω0-
lagrangiennes sur X˜ \S, C0-proches des σ(j)i,k a` l’ordre O(1/
√
k) et -proches
des σ(j)i,k au sens C
1 (pour gk), telles que pour tous i et j, s
(j)
i,k (si) = 0 et F
(j)
i
soit le plan tangent en si a` (s
(j)
i,k )
−1(0).
Cela re´sulte de l’existence de pinceaux de Lefschetz (the´ore`me 16) et du
lemme 24, compte tenu de la possibilite´ d’imposer les plans tangents aux
points marque´s. ♦
De´finition 26 L’on dira (de manie`re laconique) qu’une surface Σ est ω-
holomorphe et ω0-lagrangienne, en abre´ge´ (ω, ω0)-h.l., si elle est lagran-
gienne pour ω0 sur X˜ \S et s’il existe une structure presque-complexe J˜ sur
X˜, compatible avec ω et co¨ıncidant avec J au voisinage de S, telle que Σ
soit J˜-holomorphe.
Lemme 27 Soit Σ˜ une surface (ω, ω0)-h.l., J˜-holomorphe dans X˜, qui in-
tersecte S transversalement en N points re´guliers s1, . . . , sN et en M points
singuliers sN+1, . . . , sN+M . Il existe un re´el r > 0 tel que les disques D1,. . .,
DN de centres les si (1 ≤ i ≤ N) et de rayon r soient disjoints, et que,
pour tout (s′1, . . . , s′N ) ∈
∏N
i=1Di, Σ˜ puisse eˆtre de´forme´e en une surface Σ˜
′,
(ω, ω0)-h.l., ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
- Σ˜′ ∩ S est exactement e´gale a` {s′1, . . . , s′N , sN+1, . . . , sN+M},
- les signes d’intersection avec S aux points s′1, . . . , s′N sont inchange´s,
- les plans tangents aux points sN+1, . . . , sN+M sont inchange´s.
Cela re´sulte aise´ment de la parame´trisation des varie´te´s ω0-lagrangiennes
C1-proches de Σ˜ par des formes diffe´rentielles ferme´es sur Σ˜. ♦
7 Disjonction lagrangienne
Les courbes J˜-holomorphes donne´es par les propositions ci-dessus ne
peuvent, a priori, eˆtre extraites de la partie W de X˜. Pour construire a`
partir de ces courbes une surface lagrangienne pour ω0 qui ne rencontre pas
W , nous allons adapter une construction de J. Duval [24].
7.1 Lemmes de disjonction locale
Dans les articles de Lalonde et Sikorav [40] et de Polterovich [50] est
de´montre´ le re´sultat suivant :
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Soient Σ, Σ′ deux sous-varie´te´s lagrangiennes, ferme´es, oriente´es d’une
varie´te´ symplectique X de dimension 4, qui s’intersectent transversalement
en m points x1, . . . , xm, de telle sorte que l’indice d’intersection ιxj (Σ,Σ
′)
soit e´gal a` +1 pour tout j. Alors il existe une sous-varie´te´ (lisse, ferme´e,
oriente´e) Σ˜, lagrangienne, arbitrairement proche de Σ ∪ Σ′, telle que [Σ˜] =
[Σ] + [Σ′] ∈ H2(X;Z).
De ce re´sultat et de [22], lemme (2.10) se de´duit facilement le lemme
suivant :
Lemme 28 Soit Σ˜ une surface immerge´e (ω, ω0)-h.l. (J˜-holomorphe) dans
X˜qui intersecte S dans un voisinage U d’un point re´gulier s en exactement
un point avec deux plans tangents donnant des signes d’intersection oppose´s,
et qui coupe S transversalement par ailleurs. Alors, si U est assez petit,
on peut modifier J˜ en une structure J˜ ′ compatible avec ω de manie`re C0-
arbitrairement petite, co¨ıncidant avec J au voisinage de S, et de´former par
chirurgie Σ˜ en une surface Σ˜′, (ω, ω0)-h.l. (J˜ ′-holomorphe), ne rencontrant
plus S dans U , sans changer les intersections ge´ome´triques par ailleurs.
Remarque : la meˆme construction, jointe au lemme 20, permet d’e´liminer
les intersections pre`s d’un point singulier de S (puisque celui-ci est e´le´men-
taire au sens de la de´finition 12) lorsqu’en ce point, les plans tangents de
Σ˜ sont convenablement choisis : le lemme 20 re´alise la chirurgie locale de
manie`re J-holomorphe pre`s du point, et l’on recolle graˆce au lemme (2.10)
de [22].
7.2 Construction d’une surface lagrangienne disjointe de S
Nous allons construire une surface (ω, ω0)-h.l., homologue au dual de
Poincare´ d’un multiple de ω, et disjointe de S.
E´tendant une notion utilise´e par J. Duval dans le cadre des courbes
holomorphes, introduisons d’abord la de´finition suivante :
De´finition 29 Soit Σ˜ une surface (ω, ω0)-h.l. dans X˜ qui intersecte S trans-
versalement en N points re´guliers s1,. . .,sN et en M points singuliers sN+1,
. . .,sN+M ; un nombre re´el r > 0 fixe´ ; et Di (1 ≤ i ≤ N) le disque de S
de centre si et de rayon r (pour la me´trique induite par ω et J˜). On dit
que Σ˜ est r-souple si les Di sont disjoints, a` une distance supe´rieure ou
e´gale a` r de tous les points singuliers de S, et si, pour tout (s′1, . . . , s′N ) ∈∏N
i=1Di, Σ˜ peut eˆtre de´forme´e de sorte que Σ˜ ∩ S soit exactement e´gal a`
{s′1, . . . , s′N , sN+1, . . . , sN+M}, en gardant Σ˜ (ω, ω0)-h.l., et sans modifier les
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signes d’intersection dans les Di (1 ≤ i ≤ N), ni les plans tangents aux
points si (N + 1 ≤ i ≤ N +M).
Le lemme suivant affirme l’existence de telles surfaces intersectant S en
chaque cellule d’une triangulation assez fine :
Lemme 30 Pour m ∈ N assez grand, il existe un re´el r > 0, une trian-
gulation (τ) de S dont les triangles sont de diame`tre infe´rieur a` r, et une
structure presque-complexe J˜ , O(1/
√
m)-proche de J , co¨ıncidant avec J au
voisinage de S, tels que pour chaque triangle τ , on ait deux surfaces (ω, ω0)-
h.l., 2r-souples, obtenues par des sections transverses de Lm, qui coupent ce
triangle avec des signes d’intersection oppose´s, et, pour chaque point singu-
lier de S, un nombre fini de surfaces (ω, ω0)-h.l., 2r-souples, avec des droites
tangentes J-holomorphes impose´es en ce point.
Partons d’un reveˆtement ramifie´ fm : X˜ → CP2 comme celui que donne le
the´ore`me d’Auroux (p.23), de lieu singulier Rm ⊂ X˜ (Rm J-a.h. plonge´).
Nous prenons soin que les singularite´s de S restent loin de Rm, que Rm coupe
S transversalement, et que fm(S \ (Rm ∩ S)) soit immerge´ a` croisements
normaux.
Commenc¸ons par conside´rer un point s0 ∈ Rm ∩ S : il existe des co-
ordonne´es locales (z1, z2) centre´es en s0 dans X˜ et des coordonne´es locales
(w1, w2) centre´es en fm(s0) dans CP2, telles que fm(z1, z2) = (z21 , z2) ; dans
ces coordonne´es, Rm co¨ıncide avec l’axe z1 = 0. Les coordonne´es peuvent
eˆtre choisies pour que le plan tangent en s0 a` S ait pour e´quation z2 = az1
avec |a| = 1.
Les deux coniques d’e´quations w1 = 4w22 et w1 =
1
4w
2
2 se rele`vent par
fm en deux surfaces symplectiques Σ′ et Σ′′, qui donnent pre`s de s0 quatre
branches z1 = ±2z2 et z2 = ±2z1, dont deux coupent S positivement et
deux ne´gativement.
Une petite perturbation (lemme 27) et une de´singularisation hors de
S fournissent une surface Σ0 qui coupe S pre`s de s0 en deux points s′0 et
s′′0, avec, en chacun de ces points, des branches d’intersections positive et
ne´gative. Il existe r0 > 0 tel que Σ0 soit r0-souple ; pour chaque s0 ∈ Rm∩S,
nous conside´rons deux triangles e´quilate´raux sur S, de diame`tre r0, centre´s
respectivement en s′0 et s′′0, ayant un coˆte´ commun centre´ en s0.
Dans la suite, U de´signe la re´union des losanges sur S centre´s aux points
de Rm ∩ S, de diame`tre 2r0, construits comme ci-dessus.
Pour tout θ ∈ H = (CP2)∗, soit Dθ la droite complexe de CP2 de´finie
par θ, et Σ(θ)m l’image re´ciproque de Dθ par fm. Chaque surface Σ
(θ)
m est
symplectique et lisse hors de Σ(θ)m ∩Rm.
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Notons T (m) (respectivementHs(m)) l’ensemble des θ ∈H pour lesquels
Σ(θ)m n’est pas transverse a` S (respectivement, passe par un point s donne´
dans S). Pour chaque point s de S \ U , conside´rons l’application τs de S \
{s} dans H qui a` t associe la droite (fm(s)fm(t)) lorsque fm(s) 6= fm(t),
et la tangente a` la branche de fm(t) dans fm(S) lorsque fm(s) = fm(t).
L’intersection de T (m) avec Hs(m) est l’ensemble des valeurs critiques de τs.
Par le the´ore`me de Sard, T (m) ∩Hs(m) est de mesure nulle dans Hs(m)
; T (m) posse`de donc une base de voisinages dans H dont l’intersection avec
Hs
(m) peut eˆtre rendue de mesure aussi petite que l’on veut, uniforme´ment
en s sur S \ U .
De´finissons, en chaque s ∈ S,Hs+ (respectivementHs−) comme le sous-
ensemble des points de Hs(m) ou` Σ
(θ)
m coupe S positivement (resp. ne´gative-
ment). Comme S est totalement re´elle, ces deux espaces sont de mesure
non nulle, minore´e uniforme´ment sur S \ U ; nous pouvons donc trouver un
voisinage V de T (m) dans H, de mesure assez petite pour que T (m) \ V
rencontre Hs+ et Hs− en tout s ∈ S \ U . En dehors de V , nous disposons
de bornes a priori sur le nombre de points de Σ(θ)m ∩ S et sur le minimum
de leurs distances mutuelles. En vertu des lemmes 24 et 27, il existe un re´el
r > 0 tel que Σ(θ)m soit r-souple sur S \ U .
Pour conclure, choisissons une triangulation de maille infe´rieure a` r et a`
r0 pour U , ainsi que des surfaces Σ
(θ)
m et Σ0 pour U en nombre suffisant. Il
suffit alors de de´former le tout avec le lemme 25 pour obtenir des surfaces
(ω, ω0)-h.l. satisfaisant aux proprie´te´s du lemme. ♦
De plus, nous pouvons supposer qu’aux points singuliers de S, les sur-
faces donne´es par le the´ore`me soient tangentes a` des droites J-complexes
de´singularisables au sens du lemme 20. Appelons Σ1 la re´union de toutes
ces surfaces.
Pour chaque triangle τ et pour Σj (j ∈ I) une surface ferme´e oriente´e
immerge´e dans X˜ intersectant S transversalement, nous noterons pj(τ) (res-
pectivement nj(τ)) le nombre de points d’intersection positive (respective-
ment ne´gative) de Σj avec τ , et ij(τ) = pj(τ) − nj(τ). C’est un 2-cocycle
car S est ferme´e de dimension 2, et c’est un 2-cobord de`s que les classes
d’homologie de Σj et de S ont un nombre total d’intersection e´gal a` 0 ; ce
qui sera notre cas puisque l’inte´grale de ω sur S est nulle et que [Σj ] sera un
multiple entier de ω. Par ailleurs, pour x ∈ R, nous noterons x+ = sup(x, 0)
et x− = sup(0,−x).
Une premie`re de´formation de Σ1 permet (par r-souplesse) d’e´liminer
suffisamment de paires de points d’intersection avec S de signes oppose´s pour
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se ramener a` une surface (ω, ω0)-h.l. Σ2 pour laquelle p2 = i+1 et n2 = i
−
1 ,
en assurant (par le lemme 28) qu’il existe une structure presque-complexe
J2 orthogonale a` ω0, compatible avec ω, C0-arbitrairement proche du J
initial, et qui co¨ıncide avec J au voisinage de S, pour laquelle Σ1 et Σ2 sont
J2-holomorphes.
Fixons  > 0. D’apre`s le lemme 21, il existe une 2-forme ferme´e ω2,
orthogonale a` ω0, qui approche la surface Σ2 a`  pre`s. Il existe alors un
entier A assez grand pour que la forme ω3 = Aω−ω2, orthogonale a` ω0, soit
elle aussi symplectique et induise une forme de signe constant sur chaque
triangle τ , d’inte´grale −i1(τ) (cf. la remarque p. 25). Comme ω et ω2, ω3
est a` pe´riodes entie`res.
D’apre`s le lemme 22, il existe une structure presque-complexe J3, com-
patible avec ω3, orthogonale a` ω0, C0-arbitrairement proche du J initial,
telle que J2 et J3 co¨ıncident le long de Σ1 et Σ2.
Nous avons maintenant besoin d’un re´sultat d’approximation des formes
symplectiques par les courants, qui ope`re une “moyennisation” de la pro-
position de Donaldson et Sikorav 21. Il remplacera la formule de Crofton
dans la preuve de J. Duval [24]. Dans ce paragraphe, ω de´signe une forme
symplectique a` pe´riodes entie`res quelconques sur la varie´te´ X.
Pour ε > 0 (ε ≥ C/√k, ou` C est une constante inde´pendante de k),
donnons-nous comme dans [7] un triplet de sections (s0k, s
1
k, s
2
k) de L
k qui
de´finit un reveˆtement ramifie´ singulier ε-approximativement holomorphe fk :
X → CP2, avec une surface de ramification Rk ⊂ X.
Pour chaque point θ du plan dual H = (CP2)∗, conside´rons la droite
complexe Dθ ⊂ CP2 de´finie par θ et f−1k (Dθ) = Σ(θ)k ⊂ X. Chaque surface
Σ(θ)k est symplectique, lisse en-dehors de Rk ∩ Σ(θ)k , ε-approximativement
holomorphe ; elle est le lieu des ze´ros d’une section s(θ)k de L
k. L’holomorphie
approximative de fk, ainsi que sa structure le long de Rk, entraˆınent que
dans chaque pinceau {θ ∈ (CP1)∗ ⊂H}, seul un nombre fini de Σ(θ)k posse`de
des points singuliers.
Conside´rons le courant Dk de degre´ 2 sur X obtenu en inte´grant les
courants [Σ(θ)k ] pour la mesure de Fubini-Study dθ sur H, normalise´e de
manie`re a` ce que la masse totale de H soit e´gale a` 1.
Pour l’analyse de Dk, nous utilisons encore les me´triques gk = kg sur X.
Comme pour le lemme 24, il existe un re´el δ > 0 tel que les intersections,
hors de Rk, des Σ
(θ)
k avec les boules de rayon δ soient des graphes sur leur
plan tangent avec les de´rive´es premie`res borne´es par 1. La restriction de Dk
a` chaque boule B(x0, δ) qui e´vite Rk est un courant lisse, i.e., induit une
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forme diffe´rentielle ω(k) sur cette boule.
Lemme 31 ‖ω(k) − k.ω‖ = O(
√
k).
Suivant Donaldson ([19], p. 702), si s(θ)k est la section de L
k de´finissant
Σ(θ)k , la 1-forme de connexion associe´e A
(θ)
k = (s
(θ)
k )
−1∇s(θ)k est L1, et l’on a
dA
(θ)
k = Σ
(θ)
k − kω. Il existe η > 0 tel que s(θ)k est η-transverse a` la section
nulle. Pour e´tablir le lemme, il suffit donc d’estimer le courant lisse
Bk =
∫
H
dθ dA
(θ)
k .
Prenons un 2-simplexe singulier ∆ dans B(x0, δ) et de´coupons-le en tri-
angles ∆j de diame`tres respectifs ηj . Notons Cj l’ensemble des θ ∈ H tels
que ‖s(θ)k (x)‖ ≥ ηj pour tout x ∈ ∆j , et C∗j son comple´mentaire dans H.
Alors : ∫
∆j
Bk =
∫
∂∆j
dz
∫
Cj
dθ
∇s(θ)k
s
(θ)
k
+
∫
∂∆j
dz
∫
C∗j
dθ
∇s(θ)k
s
(θ)
k
.
La premie`re inte´grale est nulle, comme somme d’une forme ferme´e.
La seconde est majore´e par C1.‖∂∆j‖.ηj .
√
k (ou` ‖∂∆j‖ est la longueur du
pe´rime`tre du triangle ∆j , et C1 une constante positive inde´pendante de
k). En effet, il existe une constante C2 > 0 (inde´pendante de k) telle que
‖∇s(θ)k ‖ ≤ C2.
Quant a`
∫
C∗j
dθ / ‖s(θ)k ‖, montrons qu’elle est majore´e par C7.ηj .
√
k, ou`
C7 est une constante positive inde´pendante de k :
Par de´finition de Cj , pour tout θ ∈ C∗j , il existe un point x ∈ ∆j tel
que ‖s(θ)k (x)‖ < ηj . Comme, par ailleurs, les de´rive´es premie`res des s(θ)k sont
borne´es par 1 sur B(x0, δ), et que le diame`tre de ∆j est ηj , nous obtenons
l’existence d’une constante C3 > 0 (inde´pendante de j et de k) telle que
∀θ ∈ C∗j , ∀z ∈ ∂∆j , ‖s(θ)k (z)‖ < κ.ηj .
Quitte a` re´duire les ηj , nous pouvons supposer que κ.ηj < η.
Soit z ∈ ∂∆j ; dans CP2, il existe des coordonne´es locales (z, w) centre´es
en fk(z), telles que la mesure dθ se de´compose en dβ du, ou` {w = βz + u}
est l’e´quation locale de Dθ (en particulier, θ ∈ H(k)z si, et seulement si
u = 0). Par η-transversalite´ de s(θ)k , et en ayant pre´alablement re´duit les ηj
35
au besoin pour rester dans les ouverts de coordonne´es locales, il existe une
constante κ′ > 0 telle que, pour tout θ = (β, u) ∈ C∗j , u appartienne au
disque dκ′ηj ⊂ C de centre 0 et de rayon κ′.ηj .
Nous obtenons alors une majoration sur l’inte´grale :∫
C∗j
dθ
‖s(θ)k ‖
≤
∫
H
(k)
z
dβ
∫
dκ′ηj
du
‖s(β,u)k (z)‖
.
Mais ‖s(β,u)k (z)‖ est minore´ par C4u/
√
k lorsque u est assez petit, par η-
transversalite´ (C ′ constante), de sorte qu’il existe une constante C5 telle
que ∫
dκ′ηj
du
‖s(β,u)k (z)‖
≤ C5.ηj .
√
k.
Par ailleurs,
∫
H
(k)
z
dβ est uniforme´ment borne´e par une constante C6, et il
suffit de poser C7 = C5C6 pour obtenir la majoration souhaite´e.
Pour tout triangle ∆j , |∂∆j | est en O(ηj), de sorte que
∫
∆j
Bk est majore´
par C4.η2j .
√
k (C4 constante inde´pendante de j et de k). En sommant sur
tous les ∆j , nous obtenons finalement l’existence d’une constante C5 telle
que | ∫∆Bk| ≤ C5√k, ce qui de´montre le lemme. ♦
Cette construction nous sert a` e´tablir le lemme suivant :
Lemme 32 Soit K un nombre re´el strictement positif. Pour tout  > 0
suffisamment petit, et pour tout entier k suffisamment grand, il existe un
entier l = l(k), un fibre´ L′ sur X˜, et une famille de sections s3 de Lk ⊗ L′,
asymptotiquement J3-holomorphe et -transverse a` Σ2, tels que Σ3 = s−13 (0)
soit (ω, ω0)-h.l. et ve´rifie
‖n3 − l.i+1 ‖+ ‖p3 − l.i−1 ‖ <
l
4K
C’est maintenant a` la structure ω3 que nous allons appliquer la con-
struction pre´ce´dente, avec k > C−2/2 ; cette fin de de´monstration est ana-
logue a` celle du lemme 3 de [24].
Donnons-nous comme pre´ce´demment fk : X˜ → CP2, -approximative-
ment holomorphe, et soit Rk ⊂ X˜ le lieu de ramification (asymptotiquement
J3-holomorphe). Comme dans la de´monstration du lemme 30, commenc¸ons
par construire de petits losanges U ′ autour des points de Rk ∩S, qui e´vitent
Σ2. Notons a` nouveau U la re´union de ces losanges, T (k) (respectivement
Hs
(k)) l’ensemble des θ ∈ H pour lesquels Σ(θ)k n’est pas transverse a` S
(respectivement, passe par un point s donne´ dans S). Il existe un voisinage
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V de T (k) tel que la mesure de V ∩Hs(k) soit majore´e par  uniforme´ment
pour s ∈ S \U , et un re´el r′ > 0 tel que pour tout θ ∈Hs(k) \V , la surface
Σ(θ)k soit r
′-souple. Choisissons une triangulation (τ ′) plus fine que (τ) en
triangles de diame`tre infe´rieur ou e´gal a` r′.
De plus, soit T ′ (k) l’ensemble des θ ∈ H tels que Σ(θ)k ne coupe pas Σ2
transversalement et positivement. La surface Σ2 e´tant J2-holomorphe avec
J2 -proche de J , fk est encore approximativement holomorphe a` l’ordre
O() pour J2 au voisinage de Σ2 ; comme chaque Σ
(θ)
k est image re´ciproque
par fk de la droite holomorphe Dθ de CP2, la mesure de T ′ (k) est majore´e
par  fois une constante C ′.
Notons V ′ un voisinage de T ′ (k) de mesure infe´rieure ou e´gale a` 2C ′,
et V ′′ la re´union de V et de V ′. Alors, en utilisant la remarque p. 25, pour
chaque triangle τ ′, la diffe´rence
∫
τ ′ ω3 −
∫
H\V ′′(Σ
(θ)
k · τ ′) dθ est (au plus) de
l’ordre de C ′′..aire(τ ′) (ou` C ′′ est une constante inde´pendante de k).
Conside´rons maintenant un entier n et n e´lements θj de H re´partis
re´gulie`rement par rapport a` la mesure dθ dans H, et notons Σ(n) la re´union
des surfaces Σ(θj)k pour tous les θj /∈ V ′′. Par convergence des sommes de
Riemann vers l’inte´grale et d’apre`s le lemme 31, n peut eˆtre choisi assez
grand pour que les diffe´rences 1kn i(n) −
∫
τ ′ ω3 soient de l’ordre de .aire(τ
′)
pour tout triangle τ ′. Par r′-souplesse et d’apre`s le lemme 27, nous pouvons
de´former Σ(n) en une courbe J3-holomorphe Σ3 qui ve´rifie p3 = i
+
(n) et
n3 = i−(n) sur (τ
′). La transversalite´ a` Σ2 a de´ja` e´te´ assure´e.
Finalement, ω3 e´tant -proche d’une forme de signe constant sur chaque
τ , il existe une constante C ne de´pendant que de la triangulation telle que
‖n3 − l.i+1 ‖+ ‖p3 − l.i−1 ‖ < C.l., avec l = kn. Si  a e´te´ choisi suffisamment
petit au de´part, le lemme en re´sulte. ♦
Rappelons que la triangulation (τ) de S est fixe´e ; par line´arite´ de l’ap-
plication cobord de l’espace des 1-cochaˆınes simpliciales a` coefficients re´els
C1(S) dans l’espace des 2-cocycles simpliciaux a` coefficients re´els Z2(S), il
existe une constante strictement positive K, telle que, pour tout 2-cocycle u,
nul en cohomologie, on puisse trouver une 1-cochaˆıne c telle que d(c) = u et
‖c‖ ≤ K‖u‖. C’est a` cette constante K que nous allons appliquer le lemme
pre´ce´dent.
Lemme 33 Pour k entier assez grand, il existe une famille de sections s4 de
Lk tels que Σ4 = s−14 (0) soit (ω, ω0)-h.l., r-souple, a` intersections positives
avec Σ3, et ve´rifie n4(τ) > p3(τ), p4(τ) > n3(τ), et i4(τ) = −i3(τ) pour tout
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triangle τ .
Partons cette fois de la re´union Σ′4 de l surfaces lagrangiennes ve´rifiant les
meˆmes proprie´te´s que celles que nous avions demande´es pour Σ1 ci-dessus.
Par le lemme 32, li1 + i3 est le cobord d’une 1-cochaˆıne c ve´rifiant ‖c‖ < l4 .
Fixons une areˆte oriente´e a de la triangulation (τ) ; S e´tant oriente´e pre`s de
a, l’un des deux triangles adjacents a` a induit la bonne orientation sur a. Il
est alors possible de faire passer c(a) intersections oriente´es de ce triangle
vers l’autre : en effet, pour chaque triangle τ , Σ′4 intersecte positivement
(resp. ne´gativement) τ en au moins l points, alors que
∑
∂τ |c(a)| < 3l4 . La
courbe Σ4 ainsi obtenue convient. ♦
Nous pouvons maintenant de´former Σ4 dans chaque τ de manie`re a` faire
co¨ıncider chaque point de Σ3∩ τ avec un point de Σ4∩ τ de signe d’intersec-
tion oppose´. Par de´formation, nous pouvons aussi faire co¨ıncider les points
restants de Σ4∩ τ par paires de points pour lesquels les signes d’intersection
sont oppose´s. Appliquant le lemme 28 a` la re´union de Σ3 et de la de´forme´e
de Σ4, nous e´liminons toutes ses intersections avec S. Les intersections de
Σ3 et Σ4 sont toutes transverses et positives : elles peuvent donc aussi eˆtre
e´limine´es par chirurgie, d’ou` le lemme suivant :
Lemme 34 Il existe une structure symplectique ω′ cohomologue a` ω, et une
surface Σ˜ ω′-holomorphe et ω0-lagrangienne, disjointe de S, homologue au
dual de Poincare´ d’un multiple de ω.
8 Dernie`re e´tape : disjonction de W
D’apre`s Andreotti et Frankel [2, 33], le champ de Liouville ξ0 de ω0
sur W se prolonge a` X0 en un champ de Liouville. En suivant les lignes de
gradient de −ξ0 (qui est complet), nous pouvons alors tirer Σ˜ en une surface
Σ plonge´e dans X0, homologue au dual de Poincare´ d’un multiple de ω. Ceci
termine la de´monstration du the´ore`me 3.
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